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Introduccion

El problema
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0.1. Conjuntos

En matematicas, la palabra conjunto se emplea para representar una agrupacién de
objetos considerada como una sola entidad. Las agrupaciones, tales como manada,
banda, cuadrilla, camada, equipo y familia son todos ejemplos de conjuntos. Los ob-
jetos que constituyen la agrupacion se llaman elementos o miembros del conjunto,
y de ellos se dice que pertenecen o que estan contenidos en el conjunto.

Un conjunto puede ser definido de dos formas complementarias: por extensién, gracias
a una lista completa de sus elementos, o por intension, gracias a una propiedad que

defina adecuadamente las caracteristicas de los elementos del conjunto. Los conjun-

tos se designan con letras mayusculas: A, B, C, ..., XY, Z; y los elementos con letras
mintscula: a, b, c,...,x,y, z. Utilizamos la notacion
reA

para indicar que x es un elemento de A o que x pertenece a A. Y si & no pertenece a
A escribimos = ¢ A.

Se dice que dos conjuntos Y y Z son iguales si constan exactamente de los mismos
elementos, en este caso escribimos Y = Z.

A partir de un conjunto dado podemos formar nuevos conjuntos, llamados subconjuntos
de aquél. Se dice que un conjunto B es un subconjunto del conjunto A, y escribimos
B C A, cuando todo elemento de B pertenece también a A. La relacion B C A entre

conjuntos se llama la relacion de inclusién.
Proposicién 1. Se tiene que A= B si y solo st AC B y B C A.

Este teorema es consecuencia inmediata de las definiciones anteriores de igualdad e
inclusion.

Existe operaciones entre conjuntos que a menudo encontramos en la educacion escolar,
tales como: complemento, unién, interseccion. Se tratan de operaciones que correspon-
den a manejos proposicionales elementales, ligadas, respectivamente, a la negacion, la

disyuncién y la conjugacién, llamadas operaciones booleanas.
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Sean A y B dos conjuntos. Definimos:

Complemento: A° ={x:x ¢ A} = {x: -2z € A}
Union: AUB={z:2z€ AVzx e B}
Interseccion: ANB ={z:x€ ANz € B}

Estas operaciones pueden visualizarse de manera comoda gracias a los conocidas dia-
grama de Venn.

A B

Figura 1: Diagrama de Venn

0.2. Relaciones y funciones

Sean X,Y dos conjuntos. El producto cartesiano de X y Y es el conjunto de parejas
ordenadas
XxY=A{(z,y):z € ANyeY}.

Una relacion R de X en Y es un conjunto de X xY: R C X xY. El dominio y codo-
minio de esta relacion se definen, como el subconjunto de elementos de X relacionados
con algin elemento de Y, y como el subconjunto de elementos de Y relacionados con
algin elemento de X.

Las funciones son cierto tipo de relaciones en las que se conserva una canonicidad
simple en la composicion, de tal manera que los elementos correlacionados dentro del
ambito de lo uno y no dentro del &mbito de los multiple.

Sea R una relacion de X en Y. Se dice que R es funcidén si y solo si cumple las dos

condiciones:

i. dom(R) = A,
ii. Yx(r € X NeRb A xRc — b= c).
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Esto quiere decir, que todo elemento de X estd relacionado con al menos un elemento
de Y, y que todo elemento de X esta relacionado con a lo sumo un elemento de Y. Las
funciones se denotaran con las letras f, g, etc. Donde al tinico elemento de Y relacio-

nado con z se le llama la imagen de x y se escribe f(z).

Uno de los intereses basicos de las funciones consiste en poder comparar, gracias a

ellas, ciertos conjuntos o estructuras. Sea f una funcién de X en Y.

v' [ es 1-1 o inyectava si y solo si toda imagen posee a lo sumo una preimagen, es
decir, si para todo a,b € X se tiene que f(a) = f(b) = a = 0.

v' [ es sobre o sobreyectiva si y solo si todo elemento del conjunto de llegada posee

al menos una preimagen, es decir, para todo y € Y = existe un x € X tal que

y=[(z).
v f es biyeccion o biyectiva si y solo si f es a la vez 1-1 y sobre.

Dados dos conjuntos A y B decimos que A es equivalente (o equipotente) a B si es

posible establecer una funcion cualquiera uno a uno de A sobre B y se escribe:
A~B

En las siguientes secciones del capitulo, miraremos cierto tipos de colecciones de ntime-

Iros.

0.3. Numeros naturales

Primero se trabaja el conjunto de los nimeros naturales, el cual, sirve de instrumento
matematico empleado para contar. Se denotado asi, IN. Este conjunto esta caracterizado

por los siguientes axiomas:

1. Existe una funcion inyectiva ¢ : N — IN; n € IN — 9J(n) € IN, llamado, sucesor

de n.
2. Existe un unico numero natural 1 € N tal que 1 # ¥(n) para todo n € IN.

3. Si un subconjunto X de N es tal que 1 € X y ¥(X) C X entonces X = N

(Principio de indiccion).
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Conocidos como Axiomas de Peano. El ultimo axioma es el de mas utilidad, ya que,
se usa en las demostraciones por induccion. En el conjunto de los numeros naturales

se definen dos operaciones fundamentales

Adicion: que asocia a cada par de numeros m,n su suma m +n

Multiplicacion: que hace corresponder al par de numeros m,n su producto m - n

Estas operaciones se caracterizan por las siguientes iguadades, cuales sirven de defini-
cion:
+ |
m+ 1 =19(m) m-1
m+d9n)=9m+n) | m-(n+1)=m-n+m

Las operaciones nombradas gozan de propiedades que todo mundo espera, asociativa,
conmutativa, distributiva y cancelacién. Ahora vemos brevemente cémo el principio
de induccion en lso naturales evita la posibilidad de que existan cadenas infinitas
descendentes en IN. Sea un conjunto B con una relacion de orden <. Este conjuto
esta bien ordenado si y solo si todo conjunto X # (), de B posee un minimo elemento
m(meXAVbe X :m <a), esto es:

VX CB(X #0=3m e B:m=min(X))

Un conjunto A es finito si existe n € IN y una biyeccion f de I, = {1,2,3,...,n} a
A. n representa el numero de elementos de A. Un conjunto A C N, se dice, limitado si
existe k € N tal que Vn € A, n < k.

Proposicién 2. El conjunto A C N es finito si y solo si A es limitado.

Un conjunto B es infinito si no existe ninguna biyeccion f. Si B es infinito entonces

existe una funcion inyectiva de los numeros naturales al conjunto B.

Un conjunto C' es enumerable si C' es finito. Todo subconjunto de un conjunto nu-
merable es enumerable. Todo conjunto contenido en los naturales es enumerable.

Un axioma posterior en Teoria de Conjuntos postulara que IN es en realidad un forma
inicial de infinitud, esto se entiende como el primer conjunto infinito. A partir de IN

surgen los demas conjuntos usuales de numeros.
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0.4. Numeros enteros y racionales

La idea basica en la construccion de lso numeros enteres consiste en definir un uni-
verso de numeros en el cual puedan ser resueltas todas las ecuaciones lineales del tipo
x +y = z. Esto se realiza gracias a la resta y = z — x, pero ésta no siempre existe en
IN pues la definicion misma del orden en IN exige que para resolver x +y = z en IN se

debe tener z < z.

Los numeros positivos pueden representarse gracias a parejas de naturales (z,y) donde
x >y, v los enteros negativos gracias a parejas de naturales (z,y) con z < y . De lo

anterior, se infiere que una construccion autentica de Iso enteros debe poder manejar:
1. Parejas de naturales,
ii. Procesos de identificacion entre entes matematicos. (relacion de equivalencia)

Una relacion de equivalencia generaliza de hecho las propiedadesde la igualdad. Sea
R una relacion de equivalencia sobre un conjunto A no vacio. Si a € A, la clase de
equivalencia de a se define como el subconjunto de elementos de A relacionados con a
bajo

R:lalg ={z € A:zRa}.

Ahora bien las clases de equivalencia de R constituyen asi una suerte de compartimen-
tacién del conjunto subyacente A. Esta situacién se llama una particién de A, como lo

senalamos a continuacion.

Sea A un conjunto no vacio. Una particion de A consiste en darse una coleccién no

vacia C de subconjuntos de A con las propiedades siguientes:
L XeC—oX#0

. X, YeCANX#Y - XNnY =10

il Uyee = A

Una vez establecido este instrumentario fundacional alrededor de las relaciones de equi-
valencia, clases de equivalencia y particiones, podemos abordar el caso particular de

las identificaciones entre parejas de naturales.
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Deseamos construir los enteros como clases de parejas de naturales, siguiendo las cons-

tataciones expresadas en las identidades

7=7-0=8-1=9—-2=---=(n+7)—n="-
—2=0-2=1-3=2-4=-.=p—(n42)=---

Observe que, para cualquier de los dos casos, independientemente de la positividad o
negatividad del nimero, las parejas (a,b) o (¢,d) que pretendan poder representar al

numero verifican siempre a —b =c¢ —d, es decir a +b = b+ c.

0.5. Numeros reales

0.6. Numeros complejos y cuaternionicos



CAPITULO 1

Funciones de una variable

Con lo visto en el capitulo 0, ahora estudiaremos andlisis matematico a una funcién
de variable real, es decir: f : D — R, donde D es un subconjunto de los reales.
Primero abarcamos las definiciones de limite y continuidad, luego sus consecuencias
inmediatas como la continuidad uniforme, a-Hodlder continua y el teorema de Bolzano
(el valor intermedio). En una segunda instancia, definiremos la diferenciabilidad como
el limite del incremento en la funciéon sobre el incremento en z cuando este ultimo
incremento se anule (tiene a cero). Con esta definicién resultan sus reglas: Reglas de
diferenciabilidad para la suma, para el producto, etc. Y por ultimo estudiaremos las
causas y consecuencias de sus importantes teoremas tales como el Teorema de Rolle,
del Valor Medio, del Maximos y Minimos, de la expansién de Taylor y el Teorema del

punto fijo de Banach en R.

1.1. Limites y Continuidad

1.1.1. Limite
Definicién 1. Sean D C Ry f: D — R(6 C) una funcién, decimos que lim f(x) =
T—p
y si y solo si para toda sucesién (z,) con n € N tal que lim z, = p, se tiene
n—oo
lim f(z,) = y.
n—m:o0

Teorema 1. lim f(z) =y si y solo si Ve >0 35 > 0 que Vx € D tal que |x —p| <6

T—p

ylf(x) -yl <e.
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h

Figura 1.1: mhgqpf(x) =y

Demostracion.
&). Sea (z,) con n € N una sucesién tal que lim x, = p tenemos pues V6 > 0
n—a~oo

AN € N Vn > N: |z, — p| < d. Sea £ > 0 determinemos primero 0 y luego el N € IN,

se sigue que para n > N, |z, — p| < § entonces, por hipdtesis, |f(x) — y| < ¢, es decir

lim f(z,) =y con esto, lim f(z) =1y.
n—>o0 T—>p

=)(por contradiccién). 3¢ > 0 Vo > 0 3z € D tal que |z — p| < 0 pero |f(x) —y| > .
Usemos esto para construir una sucesion, asi: Para n € N, (z,,) = z correspondien-

temente que o = % esta sucesién satisface |f(x,) — p| < % o0 sea, ngnoo x, = p pero

|f(z,) — y| < € esto significa lim f(z) # y es decir lim f(z) # y. O
n—>00 T—p

1.1.2. Continuidad

Definicién 2. Sea f: D — R(6 C), D C R, una funcién y p € D, f es continua en

psi lim f(x) = f(p). f es continua en D si lo es en cada uno de sus puntos.
T—p

Teorema 2. f es continua en p si y solo siVe >0 30 >0 Vz € D tal que |z —p| < §:

[f(x) = f(p)] <e.

Lema 1. Suponga que g : D — R es continua en p € D y g(p) # 0 entonces existe
d > 0 tal que para x € D |z —p| < J se tiene g(x) # 0.

Lema 2. Suponga que f,g : D — R son continuas en p € D y A\ € R. Entonces,
f+g, f-g9yAf son continuas en p. Si g(p) # 0 entonces f/g también es continua en

p-
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Corolario 1. Las funciones polindmicas son continuas.

Corolario 2. Las funciones f : D — R que son continuas en p € D forman un

espacio vectorial sobre R.

1.1.3. Continuidad Uniforme

Definicién 3. Sea f : D — R (D C R) una funcién. f es uniformemente continua en
D siysolosiVe > 030 >0Vry,zy € D tal que |21 — 22| < § entonces | f(x1) — f(x2)] <

E.

b S e

>

.
b R

4

Qo

Figura 1.2: Uniformemente Continua

La diferencia crucial entre continuidad y continuidad uniforme es que en la primera ¢
depende solamente de € en un punto, mientras que en la segunda, § debe servir para

cualquier par de puntos z1,x9 € D con |27 — x| < 0.

Teorema 3. Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado, y f : I — R una funcion

continua. Entonces f es uniformemente continua.

Definicién 4. C°(D,R) = C%(D) = f : D — R donde f es continua en D.

1.1.4. «-Holder continua

Definicién 5. Sea f : D — R (D C R) y 0 < a < 1, f es a — Hélder continua si

para todo intervalo cerrado I C D existe my € R tal que

|f(z) — fly)| < mglz —y|® Ve,y el

Sia=1 f sellama Lipschitz continua.
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Es facil ver que si f,g : D — R son o — Holder contintias. Entonces f + g v Af

(A € R) también son o« — Holder continuas.

L)
Para todo I C D existe mys, m, € R tales que
[f(@) = fW <mgle —yl® lg(x) = g(y)] < mgle —y|®

Ahora

[(f+9)(@) = (f+9) )| = |f(z) +g(z) = f(y) — 9(v)]
= |[f(z) = f(y)] + [g(x) — g(y)]|

Por desigualdad triangular obtenemos

f(x) = fW)] + l9(2) = 9]l <[f(x) = FW)] + [9(z) = 9(y)]
< myglz — y|* + my|zr — y|* por hipdtesis
= (my +my)lx —y|*.

Y ahora para A\f Sea A € R, para odo I C D existe m; € R tal que |f(z) — f(y)| <

my|z — y|*, y por ultimo

IAf(2) = Af ()] = [A(f(2) = f(y))]
= [Allf (@) = f(y)]

< [Almylz —y|*

1.1.5. Teorema del Valor Intermedio (Bolzano)

Teorema 4. Sea [ : [a,b] — R una funcion continua. Entonces f asume todos los
valores k entre f(a) y f(b).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad f(a) < f(b). Debemos probar que si f(a) <
k < f(b), existe xy € [a,b] tal que f(zg) = k. Usando la traslacién f — k, entonces
basta considerar el caso f(a) <0 < f(b).

Construimos dos sucesiones. Sea ag = a y by = b. El resto de los términos de las

sucesiones se encuentra como sigue para a, 1 < a, y b, < b,_1 con a, < b,, se calcula

a, + by,

Cp = 5
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i‘ < K< ¥(b
o) £(a) <« K< £(b) ) /
K=0

£@)|_
A ($-K)(@ <0 <(£-K)(b)

— oo

|
|
N
o
ol ___

Figura 1.3: Valor Intermedio
Ahora bien por la tricotomia de los R:
v Si f(c,) = 0, hemos terminado.
V' Si f(en) <0, se pone a,11 = ¢y, byr1 = by.
v Si f(en) > 0, se pone a,11 = Gy, byy1 = Cy.
En los dos tultimos casos

an+b, 1
bpy1 — Qng1 = 1
2

entonces

1
brt1 — @nta| = §|bn — Q.

La distancia en los primeros términos va ser L luego en el siguiente es %, después en el

siguiente % y asi sucesivamente, lo cual implica que:

lfm |b, — an| =0

n—oo
Y asi,
lim a, = lim b, = xg.
n—:oo n—oo

Ya que f(a,) <0y f(b,) > 0 para todo n € IN, la continuidad de f implica que el

lim f(an) = lim f(b) = flao) = 0.

n——aoo n—aoo
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Teorema 5. Sea f : [a,b] — R wuna funcion continua. Entonces, f es acotada en
la,b],es decir, existe M > 0 tal que

|f(z)] < M, Yz € [a,b],

también f alcanza su mdzimo y su minimo en [a,b].

_MA ,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 1.4: Funcién Acotada

1.2. Diferenciabilidad

Definicién 6. Sea f: D — R una funcién. f es diferenciable en x € D si y solo si

o) — 1 1O =)

L ——- ., &eD—{x}

11

£®
£69

Existe. La cual es similar a
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flz+h) - f(z)
h

es la derivada de f en x. Generalmente, D = (a, b).

f'(z) = lim ,h#0, z+heD
h—0

— 4

Cuando esto sucede, f'(x) = &

Teorema 6. Sea f : D — R una funcion con derivada ¢ = f'(z), x,z0 € D. f es

diferenciable en xy si y solo si

fx) = f(z0) + c(x — x0) + d(),
donde ¢(x) : D — R tal que

i 2 _ 0, = % 20
T—=r0 T — X
Demostracion.
=). Si f es diferenciable en z,
E—a — X

Construyamos una funcion

En verdad

rx—x0 L — J,’O T—x0 T — Qj’o

tim 2 g <M—C> —c—c=0
Asf pues
f(z) = f(zo) + c(z — 20) + ¢()
&). Supongamos f(x) = f(zo) + c(x — zo) + ¢(x) y calculamos
f(@) = flwo) _ ez —x9) + 4(z)

= , con x # x
T — X T — 2o
T—x0 xr — X T—xo r — Xy

De manera equivalente f(z) = f(zo) + c¢(x — x0) + ¢(2) se puede escribir como

|f(x) = f(x0) — c(x — x0)| < ¢(x), donde lim v(z)

rx—x0 L — mo

=0, z # x9
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Corolario 3. Si f es diferenciable en xy, entonces f es continua en xqy. El reciproco
no es verdadero.

Demostracion. Como f es diferenciable, f se puede escribir como

f(x) = f(z0) + c(z — m0) + &()

donde
lim M =0, z # xg
T—=x0 T — X
Tomamos
I () = fw) + m (clz — ) + 6(x))
= f(xo) + xlgilo {(93 — ) (c + ;{—2)}
= f(xo) + lim (x — zp) lim (c + %)
T—x0 T—x0 — Xy
= f(xo)
Asi, f es continua en xg O

1.2.1. Reglas de Diferenciabilidad

Proposicién 3. Sean f,g : D — R funciones diferenciables en un punto x € D.

Entonces f 4+ g y A\f, VA € R son diferenciable en x donde cumplen las reglas
(f +9)(x) = f(x) + g'(x)
(Af) () = Af'(x)
Las funciones diferenciables en un punto (6 un intervalo) forman un espacio vectorial.

Proposicién 4. f,g: D — R son diferenciables en un punto x € D. Entonces f-g es

diferenciable en x y
(f - 9)(2) = f(2)d'(2) + g(2) f'(z)
Y sig(x) #0, se cumple ademds

(M ) _ g@)f(2) ~ f(a)g (@)

g(z)
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Teorema 7. (Regla de la cadena) Sean f : Dy — R diferenciable en x € Dy y g -
Dy — R, f(D1) C Ds, diferenciable en f(x) € Dy. Entonces go f es diferenciable en

x € Dy, entonces
(9o f)(x) =g (f(2)f(z)

Demostracion. Consideremos

i IUEQ) —9(f (@) _ . 9(f(©) —g(f(z)) [~ [(z)
§a £—ux §a {—x f(§) — f(=)
i ) = 9(f(2)) f(§) — f(2)
¢me o f(§) — f() -
i I Q) —g(f(@)) -\ FE) = fla) o
oo f(E)—fl) e E-u

Tenemos un problema: Puede suceder que f(§) = f(x)

Existe solucién: Utilicemos una funcién auxiliar.

g(n)—g(v) si
LLLL sin#y
G(n) = { y

lim W9 — /() sin =y

Ya que g es diferenciable en Dy. En particular si y = f(z) n = f(§), el limite existe.
Por lo tanto:

e fO) - flw) e f—xz e eo E—u

=g (f(x)) - f'(=)

Definicién 7. f: I — R, I es un intervalo real en una funcién.

& [ es mondtona creciente si f(x1) < f(xg) Vo, 20 € I, 11 < 29.
& f es monétona decreciente si f(xy) > f(xg) Vay,xe € I.
& [ es estrictamente monétona creciente si f(x1) < f(z2) Vi, 29 € I, 21 < .

Q f es estrictamente mondtona decreciente si f(xy) > f(xg) Yoy, 20 € 1.
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Proposicién 5. Sea f: I — R una funcion estrictamente mondtona (creciente ¢ de-

creciente) entonces f tiene inversa, es decir f~1: f(I) — R continua, tal que:
(flofia)=x, Vo eI

(fof N =y, Vye f(I)

Ademds f~1 también es estrictamente mondtona respectivamente.

f@

T

A 4

"»N

Figura 1.6: f(I) y f~1(I)

Teorema 8. Sea f : I — R wuna funcion estrictamente mondtona (creciente ¢ de-
creciente) y diferenciable en x € I. Entonces f'(x) # 0, y f~' es diferenciable en
y = f(z), donde

-1 r_ L _ g1
(W) = g0 cone=17(w)
Demostracion.
lim f—l(uz - 5—1@) = Jim ﬁ donde v € (f(I) = {y}), €€ (I — {z})
1

P f(fg_j:( )

1

- ['(=)
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Definicién 8. Sea f : D — R una funcién diferenciable. f es dos veces diferenciable
en x € D si f' es diferenciable en x. En este caso,

_Bf_d (ﬁ

P =k =5 () = 1@

Es la segunda derivada de f en z.

O Si f es k veces diferenciable en x € D, decimos que f es k+ 1 veces diferenciable en
z € D, si (f) existe en z. En este caso f**D(z) = (f®)(x) es la derivada de orden
k+1de fenux.

Definicién 9. Sea k € IN, f es k veces continuamente diferenciable en D si f es k

veces diferenciable en Dy f*) es continua en D.
C*(D;R) = C*(D) = {f : D — R|f es k veces continuamente diferenciable en D}

C*(D) es un espacio vectorial sobre R. De forma similar que C%*(D).

Definicién 10 (Méximo y Minimo Local:). Sea f: D — R una funcién.
B / asume un maximo local en zg € D si existe € > 0 tal que |r — x| < € entonces
f(zo) = f(2).

O f asume un minimo local en zy € D si existe € > 0 tal que |z — zo| < € entonces

(@) < f(2).

L 2

Figura 1.7: Méximo Local y Minimo Local
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Definicién 11 (Méximo y Minimo Global:). Sea f: D — R una funcién.
& Siz € D, entonces f(x) < f(zg). o es un méximo global en D.

QO Siz € D, entonces f(x) > f(x0). xo es un minimo global en D.

Definicién 12 (Maximo y Minimo Estricto:). Sea f : D — R una funcién.
& Siz € D, entonces f(z) < f(zo). ¥y es un maximo estricto en D.

& Siz e D, entonces f(z) > f(xg). o es un minimo estricto en D.

Teorema 9. Sea f : D — R una funcion que asume un mdzimo(6 minimo) local en
un punto xg € D donde D = (a,b). Si f es diferenciable en o, entonces f'(xq) = 0.

El reciproco no se cumple.

Demostracion. Como f asume un maximo local en z, entonces si |x — x| < € entonces

f(zo) > f(x). Asi pues,

f(&) — flzo) ) > 081 & <0

§— o <0si&>
Por hipétesis tenemos que
%1_{1;: w, donde ¢ € D — {«}
Existe y por tanto, la unica posibilidad de f'(xy) es que f'(xg) = 0. O

1.2.2. Teorema de Rolle

$@)=$(b)

Teorema 10. Sea f : [a,0] — R una

funcion continua en [a,b] y diferencia-
ble en (a,b). Si f(a) = f(b) entonces
existe un xqg € (a’ b) tal que f’(gjo) =0 Figura 1.8: Teorema de Rolle
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Demostracion.
v’ Si f es constante en [a,b] f'(z) =0 Vx € (a,b).

v' Si f no es constante en [a, b] existe z € (a,b) tal que f(z) # (f(a) = f(D)).

Sin pérdida de generalidad, f(z) > (f(a) = f(b)). Como [a, b] es compacto, por ser f
continua, alcanza su maximo en cierto m € [a, b].

Ast pues f(m) > f(z) > (f(a) = £(b)) lo cual implica f(m) > (f(a) = £(8)).
Entonces, m € (a,b). Afirmamos m = xy, ya que m es un maximo local en (a,b) y
ademds f es diferenciable en (a,b). Por lo tanto f'(m) = f'(x¢) = 0. O

1.2.3. Teorema del Valor Medio de Cauchy

Teorema 11. Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas en [a,b] y diferenciables en
(a,b). Supongamos que g(a) # g(b) y ¢'(x) # 0 Vx € (a,b). Entonces existe xo € (a,b)
tal que

f'(@) _ fb) — f(a)

g(x)  gb) - gla)

Demostracion. Construimos la funcion auxiliar

Fl) = f0) - @)~ L =L ) - g(a)
Fla)=0=F(b

)
Ademds f es continua en [a,b] y diferenciable en (a,b) ya que ¢'(z) # 0 Vz € (a,b).

Por tanto el teorema de Rolle tenemos que:

Fan) = o) = L =T ) =0
Flae) _ 0)~ (o
Ja0) ~ 90)— gla)
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1.2.4. Teorema del Valor Medio

Teorema 12. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y diferenciable en (a,b).

Entonces eziste xo € (a,b) tal que:

b _
g - L= I
£(o) 2(b)-$(a)
b-a
£(b)-F(a)
I et
¢ { CI{ P Ye) b ;L

Figura 1.9: Valor Medio

Demostracion. Usando el teorema del valor medio de Cauchy con f(z) = f(z) y g(z) =

T se tiene entonces que:

Existe xg € (a,b) tal que:

f'(wo) _ f(b) = f(a)

(x) b—a

O

Corolario 4. Sea f : [a,b] — R una funcion continua en [a,b] y diferenciable en (a,b),

tal que:
u< f'(x) <m, Yz € (a,b)
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Entonces st a < x1 < x9 < b se tiene que

u<f<$2)_f($1) <m

T2 — I

0/86(1
u(ze —x1) < f(22) — fl@1) < m(z2 — 21)

En particular, si M = max{|u|,|m|} entonces
|f(x2) — fz1)| £ Mlxy — 21|, V1,29 € (a,b)

Demostracion. Por contradiccién(—+<—)

f(952) - f(l"l)

>m(6 < u)
To — T

Aplicamos T.V.M en [z, z5] es decir que existe xg € (21, x2) tal que

Flog) = L= S@) e

To — X1

Como xgy € [x1,x2] = xo € [a,b]. Asi pues existe un punto zy € [a, b] tal que:

f'(x0) <m(6 > u) (—«)DUDAIN!!

Corolario 5. Si f'(x) =0 Vx € (a,b) entonces f es constante en |a,b].

Corolario 6. Sea f : [a,b] — R una funcion continua, diferenciable en (a,b) f'(x) =~

constante, entonces f(x) =~z + c.
Demostracion. Sea F(x) = f(z) — ~yx
F'(z) =~v—~ =0 entonces F(z) =c Asi pues
c=flz) -z
flz) =~yx+c

O

Teorema 13. Sea v € Ry f : R — R una funcion que satisface f'(x) = vf(x).
Entonces f(x) = f(0)e"™
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Demostracion.

F(z) = f(2)e

Fl(z) = f(2)(=ve ™) + e f'(2)
—f(x)ye™™ +ye " f(2)
=0Vr eR

Asi F(z) = c. Por lo tanto

Si x = 0, entonces

c= f(x)ef'yx c = f(O)Q*V(O)
flz) = ce’™® = f(0)1
= f(0)

Por lo tanto f(z) = f(0)e?*

Teorema 14. Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable tal que Va € [a,b], |f'(x)|
Y| f(x)|, donde v € R*. Si f(xg) = 0 para algin xy € [a,b], entonces f(x) =
V€ [a,b].

o IN <O

Teorema 15. Sean ¢ : R — R una funcion Lipschitz-continua, ¢ € R constante y

la,b] C R. Euxiste, a lo sumo, una solucion f : [a,b] — R de la ecuacion diferencial

f'(@) = ¢(f(x)), Y € [a, ]
tal que f(a) = c.

Demostracion. Supongamos que existe dos soluciones de la ecuacién con fi(a) =

fa(a) = c. Usamos la funcién auxiliar

F(x) = fi(x) — fo()

Calculamos

|f'(@)] = [fi(z) = fa()]
= [o(f1(z)) — ¢(fo(2))]
< L|fi(z) = f2(z)|
< LIF(z)|
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Notamos que F(a) = fi(a) — fa(a) = ¢ — ¢ = 0. Por lo tanto F(z) = 0 Vz € [a,b] ¥
remplazandolo en YX entonces

IF'(2)] <0 = F'(z)=0

1.2.5. Maximos y Minimos

Teorema 16.

» Sea f: (a,b) = R una funcién diferenciable. Si f'(x) > 0 en (a,b) entonces f es
mondtona creciente en (a,b).

<« Sea f: (a,b) = R wuna funcion diferenciable. Si f'(x) < 0 en (a,b) entonces f es

mondtona decreciente en (a,b).

Teorema 17.

A Sea f: (a,b) = R una funcion dos veces diferenciable en su dominio y xo € (a,b)
tal que f'(xo) =0y f"(z0) <0 entonces xy es un mdzximo local en (a,b).

Vv Sea f: (a,b) = R una funcidn dos veces diferenciable en su dominio y x¢ € (a,b)

tal que f'(zo) =0 y f"(xo9) > 0 entonces xo es un minimo local en (a,b).

Reciprocamente, si f asume un maximo local en zq € [a,b] y f es dos veces diferenciable

en xo entonces f”(zg) < 0. (Es similar con el minimo)

1.2.6. Expansion de Taylor

Teorema 18. Suponga que f : [xo,z] = R (6 [ : [x,20] = R dependiendo si g < x
0 x9 > x). Tiene derivada continua en [xg,x] y es diferenciable n + 1 veces en (g, ).
Entonces, existe un & € (xg,x) tal que

(z — 20)* (x — )"

f(x) = f(zo) + (z — mo) f'(wo) + TR + ...+ Tf(n)(xo) + ] f(n+1)(§)
" (n+1)
= Z kif(k)(ﬂfo)(fﬁ —z0)* + Ll(é)(x — z0)"!

[ !
= k! (n+1)!

Demostracion. ME FALTA!! O
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1.2.7. Teorema del Punto Fijo de Banach en R

Teorema 19. Sea I C R un intervalo cerrado y f : I — R con f(I) C I tal que

Entonces, [ tiene un dnico punto fijo & en I. Osea, existe un unico £ € I, tal que

f&) =¢

$pf--F--
$69f- - -
(3 I

1§ =5(E)

L1

»

i

18

Figura 1.10: Punto Fijo

Demostracion. Sea xy € I cualquiera, construimos una sucesién

p

Lo

x1 = f(o)
Ty = f(Tn1), n 21430 = f(x1)

x3 = f(x2)

Esto es posible porque f(I) C I tomemos n > m > 1 y miremos

‘xn - xm| = ’xn —Tp1 Tt Tptl —Tp2+Tp2— ... — Tyl + Tpp1 — :Em|

<|apw — Tpa| +Tno1 — Too| + - oo [ Ta2 — Toga| + [Tma1 — T
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Observemos que

zp — vpa| = |f(zr1) — fzr-2)]

< Olrp_1 — Tp_2]

= 0|f(:L‘k_2) — f($k—3)|

< 0?|z)_n — Tp_s]

< ekilll’l — $0|

Entonces

n
Ty — | < Z 08ty —
k=m
n—1
= Z 9’“\1:1 — .ﬁl?0|
k=m
n—1
= ’.ﬁEl — l’o‘em Z@k
k=0

oo
< |xy — zo|0™ Z@k
k=0

1
< — g —
= |5751 330‘ 1-0

. Qué sucede cuando m — 00?7 A medida que m, n tienden a infinito los términos x,,, z,,

son cada vez mas cercanos.

(Tp)new es de Cauchy

= (Tn)nen converge a cierto £ € I es cerrado, contiene el limite.

Ahora
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f(&) = f(lim z,)

n—oo

= lim f(x,) f es continua
n—o0

= lim Tn+1
n—»00

= ¢ es un punto fijo de f
f(&)=¢

Sean &1, & tales que f(£1) =& v f(&) = & entonces
61— &l = [f(&) — f(&)] <016 — &
Como 0 < 1, |& — &]| = 0, ésea,
& =&, & jes tnicol

¢

Corolario 7. Si I es un intervalo cerrado en R, f : I — R tal que f(I) = I y
|f'(x)] <6 con0<0<1Vxel, entonces f tiene un unico punto fijo & € I f(§) =¢€.

Demostracion. Por corolario del T.V.M:

Es decir, f es una contraccién. Por el teorema del punto fijo de Banach f tiene un

unico punto fijo £ € 1. O



CAPITULO 2

Funciones en varias variables

2.1. Nociones de partida

2.1.1. Norma

Definicién 13. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una aplicacion
|.1:V—=1R

es una norma si:

i) |z||>0VexeVyl z|=0siy solo

stz =0 (No Negatividad)
i) [[ Az |=[A] [z || V2 € V VA€ R (Salto del Escalar)
i) |[z+y||<||z]|+ |yl (Desigualdad Triangular)
Una pareja (V|| . ||) donde V' es un espacio vectorial real, y || . || es una norma en V

se llama un espacio vectorial normado.

2.1.2. Bolas

Definicién 14. {v € V/ ||v—a |[< ¢,a € V fijo, ¢ > 0} Es una bola abierta de radio

¢ centrada en a.
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Un U € V es abierto si Yu € U, 3¢ > 0 tal que u € B.(u) C U.
Un A € V es cerrada si A° = V'\ A es abierto.

Definicién 15. Sea (x,)n,en una sucesion en un espacio vectorial normado (v, || . ||).

Decimos que x,, converge a x € V', lim z, = x si Ve > 0, 3N € N tal que sin > N,

n—o0

|z, —x|<e

2.1.3. Continuidad

Definicién 16. Sea f una funcién f:V DU — V, v € U, decimos

lim f(v) =LsiVe>0,30 >0talque || f(v)—L|[<e<=|v—1uv <o

v—0

f es continua en vy si

v lim f(v) EXISTE.
v f(vg) estd DEFINIDA.
v lim f(v) = f(vo) y son IGUALES.

2.1.4. Sucesion de Cauchy

Definicién 17. Una sucesién (v,)nen en un espacio normado (V, || . ||) es de Cauchy
si Ve > 0 dN € IN tal que si n,m > N entonces

| vn —vm ||< €

2.1.5. Completitud

Definicién 18. Un espacio vectorial normado (V,|| . ||) es completo 6 de Banach si
toda sucesiéon de Cauchy en V' converge. (v, converge «— v,, es de Cauchy).
2.2. Teorema del punto fijo de Banach

Teorema 20. Sea (V.|| . ||) un espacio de Banach. f :V D B — V una funcion en B

tal que f(b) C B (funcion estable). Si f es una contraccion, es decir
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I fw) = fw) [[€Ou-wl], 0<6<1, Yu,weB

con B cerrado, entonces f tiene un unico punto fijo & € B. Es decir un unico £ € V

tal que f(€) = €.

2.3. El espacio C}(K)

Sea K C R, consideremos C°(K) = {f : K — R : f es continua en K}. Podemos

suponer que K = [a,b] (compacto).

y

»

!
\Q‘ %

L 4

Figura 2.1: Funciones Continuas en [a, b]

Ya hemos visto que C°(K) es un espacio vectorial con la suma y producto por escalar

de funciones.

Ahora nos preguntamos ;Este espacio admite una norma que lo haga un espacio de
Banach?.

SI, para ello, nos ayudamos de las sucesiones.

Definicién 19. Sea K C Ry (f, : K — R),en una sucesiéon de funciones. Decimos

que f, converge puntualmente a f: K — R si para cada x € K fijo,
Ve >0,3N e N/sin> N |fu(z) — f(x)] <€

(N depende de € y z; Nicz)).
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Ejemplo 1. Sea f, : [0,1] = R, n € IN.

14

£
£

S

0 £ ! X

Figura 2.2: f,(z) = 2™ donde n € N
{fn}nen es convergente puntualmente a

0si0<z<l1
f(z) =

lsiz=1

& Siz=1, fi(z) = fo(x) = f3(x) = ... = fo(x) = 1 por lo tanto f(z) = 1.

& Si 0 <z <1, tomemos un € > 0 cualquiera, queremos encontrar un N € IN tal que
sin > N entonces
‘fn(x) - 0‘ <ée

entonces

|z"| = |z|" = 2" <eyaquex >0

ahora

logx" < loge

nlogx < loge
log e

log x

yaque logx < 0si0 < x < 1. N esigual al primer entero mayor o igual a llggi, podemos

observar que N, x)



2.4. Teorema del Limite Uniforme 39

Definicién 20. Sea K C Ry (f, : K — R),en una sucesién de funciones. Decimos
que f, es convergente uniformemente a f : K — R si Ve < 0, I3n € N \ Vn > N,
r € K |fu(z) — f(zx)] <e. N = N(¢e) es decir, N depende solamente de .

2.4. Teorema del Limite Uniforme

Teorema 21. Sea K C R y (f, : K — R)nenw una sucesion de funciones continuas

que convergen uniformemente a f: K — R entonces f es continua.

Demostracion. Sea € > 0 por convergencia uniforme 4N € IN tal que sin > N

(&) - J©) < 5, Ve K

En particular si n = N
)~ FOl <3 VEeK

Ya que las f,, son continuas 36 > 0 tal que si

[y =2l <6 11aly) ~ ful@)] < 5

Entonces
f(y) = f@)] = f) — fny) + fn(y) — fal@) + [r(z) = f(2)]
<|f(y) = InW+ fn(y) = In(@)| + [fn(z) = f(2)]
<Erfat
=€

Por tanto f es continua en K.

O
2.5. Norma del Supremo
Definicién 21. K C R, f: K — R una funcién
[/l = sup{|f(x)] : 2 € K}.
Proposicién 6. || - || es una norma en el espacio vectorial de funciones acotadas

f:K—R.
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Demostracion.

L. ||fllk < oo porque f es acotada | f||x > 0 porque es el sup de un conjunto de

valores no negativos
[fllo =0« sup{|f(z)|: 2 =K} =0

= |f(z)] =0, Ve e K
= f(zx) =0, Ve e K

2. AeR
[AfII = sup{|Af(z)|: z € K}
= [Alsup{[f(z)| : x € K €}
= [Al[[fllx
3.

1f +9llx = sup{|f(z) + 9(z)| : 2 € K7}
< sup{|f(2)] : # € K} + sup{lg(x)| : v € K}

= 1fllx + llgllx
%
Teorema 22. Una sucesion (f, : K — R),en converge uniformemente a f : K — R
sty solo si
lm || f = flle =0
n—oo
Demostracion.

=2 feVe>0aNeNVn>Naxe K:|f.(x)— f(z)|<e
& Ve>0dN € NVn > N :sup{|f.(z) — f(2)],z € K} <e
SVe>0INeNVYR>N:||fllk <e

< lim ||fn — fllx =0
n—00
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Teorema 23. Sea CP (k) = {f € C°K) : ||f||x < oo}, (CP(k),|| - ||x) es un espacio
de Banach.

Demostracién. Ya vimos (CP(K), || - ||x) es un espacio vectorial normado.

Hace falta ver que sea completo.
Sea (fn)nen una sucesién de Cauchy en este espacio, es decir

Ve >0 3dN € N tal que n,m > N entonces ||f, — fm|lx <€
|| fn — fmllx < € esto es igual a sup{|f, — fn| ;2 € K} <¢

Para cada x € K, si n,m > N entonces |f,(z) — fm(z)] < € 6sea (fn(z))nenw es de
Cauchy en R

Como (R, |- ]) es completo f,(x) — y con x € K, ahora definimos f(z) = y,, en cada
re K

Tomemos ahora m — oo
Ve >0 3dN € N tal que n,m > N :sup{|f, — fm| 12 € K} <¢

Esto significa que f,, converge uniformemente a f. O

Cg) (k ) es de Banach JHay espacio de Banach de funciones diferenciables?

Sl, si usamos funciones continuas diferenciable.

Teorema 24. D C R, (f, : D — R),ew una sucesion de funciones continuas diferen-

ciables en D. Si (f,, existe y es continua en D)
1. Existe x € D tal que (f(z))nen converge.
2. (fn(2))nen converge uniformemente en D.

entonces (fn(x))new converge uniformemente a una funcion f continuamente diferen-
ciable y

lim f)(z) = f'(x), VYxeD

n—oo
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Definicién 22. Sea f € C'(D) (f es continuamente diferenciable en D), D C R

definimos
1 flleroy = 1Al + 11 lp
= sup{|f(z)[ : € D} + sup{|f'(z)| : v € D}
También C(D) = {f € C'(D) : |fller) < o0}
Lema 3. || - ||c/p) es una norma en Cy(D)
Teorema 25. (C;0(D), || - ||c/(p)) es un espacio de Banach.

Demostracion. Es espacio vectorial (C'(k), +, -) satisface los axiomas de esta estructu-
ra normado (tiene norma || - ||c/(py).

Resta verificar la completitud.

Sea (fn)new C Cj(D) una sucesién de Cauchy

Ve > 0 JN € N tal que n,m > N entonces ||f, — fml||lc/p) < €
siy solo st [|fu = fullp + |17 = frllp <€

entonces ||f, — fmllp <ey [|f, — fillp <€

Esto es la sucesién de las funciones (f,,)nen originales y la sucesién de (f))qen son de

Cauchy. Osea convergen:

fn=2 1, a1
Esto significa que f € C}(D) es decir C;(D) es completo. O

OII)(D) es de Banach . Hay espacio de Banach de funciones que tengan deri-

vadas de orden superior?

Sl, por induccion.

Definicién 23. Sea f € C*(D) (f es continuamente diferenciable en D con derivada
hasta orden k), D C R definimos

k
1 fllexwy = D11 P1o
5=0

= [1llp+ 1Vl + 1 21o + -+ 1Pl

También Cy (D) = {f € C*(D) : || fl|cr(p) < oo}
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Lema 4. || - ||cx(p) es una norma en Cy(D)
Teorema 26. (Cy(D), || - ||cx(p)) es un espacio de Banach.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Dice si (z,),en €s una sucesion acotada en R,

(% )nen tiene una subsucesion convergente, donde (x,, ),en es acotada esto es m < x,, <
M Vn € N.

M
o
S R AN

Figura 2.3: (z,)nen es acotada

Ejemplo 2.

si n es par
Ty =

N 3|~

— 1 §inesimpar
n

A4 v

Figura 2.4: Subsucesiones =, = Zimpar ¥ Zpar
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lim,, 00 T, N0 existe, (x,)new NO es convergente pero Sl es acotada porque ¥n € N
0 <z, < 2y notamos que

lim 29, =0
n—oo

lim Top—1 — 2
n—00

Una sucesién acotada significa que m < ||z,|| < n.
Teorema de Arzela-Ascoli. Una sucesion (f,)nen en Cp (1) donde I es un intervalo de
R. Es uniformemente acotada y equicontinua entonces (f,),en tiene una subsucesién

convergente.

2.6. El Teorema de Arzela-Ascoli

Definicién 24. Sea I C R un intervalo (f,, : I — R),en una sucesién de funciones en
I.

1. (fn)nen es uniformemente acotada en [ siy solo si

IMeR:VneN,zel |folr)| <M

2. (fu)nen es equicontinua en I si

Ve >030 >0VneNx,y el tal que |z —y| < J entonces |f,(x) — fu(y)| < e

Teorema 27. Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado en R (compacto), (fn : I —
R)pew una sucesion de funciones en I que es uniformemente acotada y equicontinua

en I entonces (fn)nen tiene una subsucesion uniformemente convergente.
Demostracion. Sin pérdida de generalidad I = [0, 1]

Paso 1. Podemos encontrar un subconjunto contable (z,),en (sucesion en I tal que

cualquier x € [ se puede aproximar con elementos de x,,).

Por ejemplo, tal conjunto puede ser

11313571
0,1,=,-,-,=,=,=, = —, ..
{ ) 72’474787878’87167 }
Al final la x va a cubrir ”casi todo” I, sin embargo para cualquier x € I, existe
una sucesion de (z,)nen que converge a . Esto se resume diciendo que (2, )nen

es densa en /.
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Paso 2.

Paso 3.

» Como (f,)nen es uniformemente acotada en I, para (f,(21))nen €s una suce-
sién de numeros acotada de ntmeros reales. Por B- W, tiene una subsucesién
convergente (f1.,(z1))nen considerémosla como (f1,)nen-

» Como (f1,(72))nen es una sucesién acotada de nimeros reales, tiene una

subsucesion convergente (fa,(22))nen considerémosla como (f2,)nen-

» El mismo tratamiento a (f2,)nen y asi sucesivamente :

Este proceso conduce a:

fir fie fis ... es tal que (f1,(z1))nen converge
foa1 foo fos ... es tal que (fa,,(22))nen converge

for fra frs ... es tal que (frn(2k))ren converge

Tomemos la subsucesién de (f,,)new formada por (fix)ren-

Notemos que (fyx(z;))renw converge para cada z; € (2,)nen, porque cada su-
cesion es una subsucesion de la anterior y, asi, no pierde la propiedad de con-

vergencia en x; (proceso de diagonalizacién de Cantor).

(frk(xi))ken es de Cauchy.

Sea € > 0 cualquiera,
< Ya que (f,(2;))nen es equicontinua, (fxx(2;))rew también es equicontinua.
Es decir, 30 > 0 tal que

Va,y € I,Vk € N tal que |x — y| < § entonces | frx(z) — fre(y)| < %

< Dado que (z,),en es densa en [ y es acotada, IM € N tal que para cada
rxel, Fe{l,2,3,... M} tal que |z — z;| <§.
<IN € N tal que Vi € {1,2,3,... M} n,m > N, se tiene

€

Ya que (frx(x:))kew para z; € (x,)new fijo es convergente y asi de Cauchy.
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Ahora bien, Vz € I, n,m > N, i € {1,2,3,... M} se tiene

<tti4o=ce
3 3 3

Ast, Vo € I, (fir(z))ken converge. v/
Por tanto, Ve > 0, 4N € N tal que Vn,m > N se tiene

SUp{[ frn () = frum (2)] : 2 € I} <€

Osea || frn — frml|r < €, esto es, (frx)rew es de Cauchy por las propiedades

del espacio de funciones

(fre)kew C (fn)new Converge.

2.7. La Integral de Reimann

Justificacién:

Lema 5. Sea I = [a,b] CR,g: 1 — R continua, D C I contable. Si g es diferenciable
en I\D y ¢'(m) < M, Yz € I\D, entonces

g(b) —g(a) < M(b— a)

Definicién 25. Sea I un intervaloen R, f : I — R una funcién. Decimos que g : I — R
es una primitiva de f en [ si g es continua y existe un subconjunto contable D C [ tal
que g es diferenciable en I\ D con ¢'(§) = f(&). V€ € I\ D, en este caso, se mira que f

es integrable en el sentido de Riemann en I.
Y con el lema anterior implica

Lema 6. si g1, g2 son primitivas de f en I, g1 — g2 es una funcion constante.



2.7. La Integral de Reimann 47

Demostracion. Sea G = g1 — go entonces
G'(z)=g1—gs=f(z) = f(z) =0=M, Ve e \D,D C I

por el lema anterior tenemos

G(b) — G(a) <0
si hacemos lo mismo con —G = gy — g1,
—G(b) + G(a) = G(a) — G(b) < 0
G(b) — G(a) = 0 & G(b) = Gla) =< c

Por tanto G es constante

O

Definicién 26. Una funcion ¢ : I — R es escalonada si I es la unién disyunta de un

numero finito de subintervalos y en cada uno de ellos t es constante.

ATR'
Cuf === +—
| |
e ey
| | |
Cof=mmen I
Gl —
|
R
I | | | |
| | | | |
| | | | |
¢ —t—+—t+— >
Iy I, I« Ly IN
T

Figura 2.5: Funcion Escalonada

f es una funciéon admisible en [ si es el limite uniforme de funciones escalonadas en I,
bsea, f es admisible si existe una sucesion (f,)new de funciones escalonadas en I tal
que

fn= S
es decir Ve >0 IN € Ntalquesin > N || f, — f |li<e¢
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11

\/\/\/\c

»

1

|

|

|

|

|

:

i >
I q b A
Figura 2.6: || f, — f |1< e

Lema 7. Sea I cerrado y acotado en R f: I — R continua entonces [ es admisible.

Demostracion. Sea & = %, n € IN continuidad entonces
36 > 0 tal que |z — y| < 0 entonces |f(z) — f(y)| < e

f es uniformemente continua

Sea m el numero natural mas grande tal que a + md < bparapu € Z,0< M <m
Ty = @+ 10, Tpyp1 =0

ahora definimos una sucesion de funciones escalonadas t,, : I — R,

tn =
tb) x=0
finalmente
[tn(z) — t(2)| = |f (2, ) — fl2)] <e
y por tanto el supremo también asi t, = ¢ O

Teorema 28. Sea el intervalo I C R cerrado y acotado f : I — R admisible, entonces

f tiene una primitiva.



2.7. La Integral de Reimann 49

Corolario 8. St f es continua, f tiene primitiva.
Teorema 29. Sea f: I — R continua con primitiva g, entonces ¢'(x) = f(z) Vo € I

Demostracion. Sea la funcién ¢ : [—h,h] = R

() = g(x +n) — f(z)n

es diferenciable en casi todo [—h, hl, aplicando el lema

|9(h) — #(0)] = |g(x + h) — f(x)h — g(z)]|
= |g(z 4+ h) — g(x) — f(z)h]
< hsup{|g'(x +n) — f(x)|/0 <n < h}

ahora tomando A — 0

lim (sup{|f(z +n) = f(2)|/0 < n < h})
f es continua. O

Definicién 27. Sea g una primitiva de f en un intervalo I, z1, x5 € I. La integral de

fenx; axses

/ " f(a)de = gloa) — glm) = glo)|2

por abuso del lenguaje, seguimos escribiendo ¢’ = f a pesar de que esto cumple en casi
todo I.

Lema 8. Sea I cerrado y acotado en R f : R — R continua y ¢ : I — R admisible

entonces fo es admisible.

2.7.1. Propiedades de la Integral de Riemann

Integracion por Sustitucién

Teorema 30. Sean I,J intervalos cerrados, h una primitiva de una funcion admisible
enI yh(l)C J. Sea f:J— R continua entonces V1, x9 € 1

z2)

To h(
/ Fh(E) ! (€)de = /h Ty
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Demostracion. Por definicion tenemos que

h(z2)
/h F(w)dy = g(h(x2)) — g(h(z))

(z1)

donde ¢ es una primitiva de f

/ e (€)de

xr1

f(R(€)) es continua, h'(§) es admisible y f(h(£))h' () es admisible por lo tanto tiene
primitiva

/ " H )N (E)de = glh(a)) |2

1

Integracion por Partes

Teorema 31. Sean f,g primitivas de funciones admisibles definidas en un intervalo
cerrado I C R st x1,290 € 1

| @@ = f@a@l - [ Falgods
x1 xr1
Demostracion. La derivada del producto esta dada por

(f(2)g(x))" = f'(z)g(x) + f(2)g'(x)

entonces fg es una primitiva de f'g + fg'
[ @ite) + s = sentel

/ f@)g)dr+ / f(2)g'(z)dz = f(x)g(x)]22

| 1@0d @i = st - | F(2)g(x)da

1
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Monotonicidad de la Integral

Lema 9. Sean fi, fo : [a,b] — R funciones admisibles con primitivas gy, go respectiva-
mente si fi(z) < fa(x), Vo € [a,b], entonces

/fl dx</f2

Demostracion. Por hipdtesis tenemos que fi(x) < fao(x) o sea ¢} (x) < g5(x)

por Lema en el intervalo [a, b]

(91— 92)(b) — (g1 — g2)(a) < (b—a)0
91(b) — g2(b) — gi(a) + g2(a) <0
g1(b) — g1(a) < g2(b) — g2(a)

Teorema del Valor Medio para Integrar

Teorema 32. Si f : [a,b] — R es continua, entonces existe ¢ € [a, b] tal que

/ f(@)ds = F(S)(b - a)

Estimacion Estandar

Teorema 33. Sea [ : [a,b] — R admisible. Entonces

b b
| / f(2)da] < / @)z < (b— o) sup{|f(2)| s a < = < b)

Teorema 34. Sea I cerrado y acotado, f, : I — R n € N una sucesion de funciones

admisibles tales que f, = f en I. Entonces, f es admisible y Vrq,x9 € I

lim fn dx—/ flx

n—oo
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2.8. E. Diferencial Ordinaria de Primer Orden

Encontrar una funcion f tal que

dy
dr o(z,y), y(xo) =0
Ejemplo 3.
y =y
y = xsiny
v =y +ya

Entonces hay que buscar condiciones para que (XX) tenga solucién unica.

2.8.1. Teorema de Picard-Lindelaf

Teorema 35. Supongamos ¢ : P C R* — R es continua con

P={(z,y)/|v — x| <p A |y —wo|l <n}

y con |p(z,y)| < M, ¥(z,y) € P supongamos también que ¢ es Lipshitz en y, dsea,
existe L < oo tal que
|¢(I7yl) - ¢($,y2)| < Llyl - y2|

para todo x : |x —xo| < p Yy y1, Y2 : |v1 — Yol, |[y2 — vo| < 1 entonces, existe h > 0 tal que

la ecuacion diferencial
f(@) = ¢(z, f(x))

con la condicion f(xg) = yo, tiene una solucion unica en el intervalo

I={y:ly—yo| <n}n{x:|z—x < p}

Demostracion.

Paso 1. Resolver
(@) = oz, f(x)); flxo) = yo

integrando esto equivale a

F(@) = o + / " ole, F(6)de
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A

YotV 1

Jo

! >
| %o p *o Yot P *

Figura 2.7: La Regién P

Paso 2. Teorema del punto fijo de Babach

a) Espacio de Banach
V= (G llepany)

b) Subconjunto cerrado
A={f e CD)/If = yollogry <}
c¢) Aplicacion
H:A—=V

Fle) = H(f@) =y + / " ole, f(0)de

d) Estabilidad de H : A -V
Sea f € A, o sea, || f — yollcory < n considerar

V() = wollepn = llvo + / BE, F(©)dE — olleary

— sup{] / Cole. f(©)de] v e 1)

< hsup{|(¢, f(§))] 1z € I}
= hM
<1

Escojamos hM < n
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e) H esuna contraccién si f, g € A es decir || f —yollcory <, |9—vollco) <
1 debemos considerar

I1H(f) = H(llcoy = llvo + /x o(&, f(§))dE — yo — /x o€, 9(&)d€|lcor)
=1 [ (0(e.116) - ol€ gl

:&mﬂ/Qmaf@»—¢@g@»ma:xen

< hsup{[9(&, f(§)) — #(§,9(E))] : v € I}
< hLsup{[f(§) —g(§)] : £ € I}
<hL|f = glleow

0 < hL < 1entonces 0 < h < % con esta condicién A es una contraccién

h < min(},15) y por tanto también H es continua.

Paso 3. Conclusién: H posee un unico punto fijo f(z), o sea, existe f(x) € A tal que

H@) =w+ [ ole.r©)ds &
f es continua no problema porque si derivamos a (&) el T.F.C

f'(@) = ¢(x, f(z))

ademads f(zo) = yo.

2.9. Ejercicios en Clases

Ejer 1. Estudiar la convergencia de:

nzx

) =T

Solucién 1. Para estudiar la convergencia de funciones primero miraremos

que tipo de funcién es, dejando a n fijo y asi poderla graficar:

Asintotas Verticales Se dice que una funcién g(x) tiene asintota vertical

cuando esta funcién no estda definida en un = = a.
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omo lo anterior no tiene solucion real
14+nz2=0 C
entonces podemos decir que no existen

asintotas verticales.

Asintotas Horizontales Se dice que una funcién g(x) tiene asintota horizontal
cuando lim g(x) = L.
T—r 00

2
n2x n

lim ——— = Ifm =— =0

Existe una asintota vertical en y = 0 cuando x — £o0

Par 6 Impar Se dice que una funcién es par o impar si y solo si g(—z) = g(z)
0 g(—z) = —g(z) respectivamente.

n?(—x) —n?z n’z

= = _fn(x)

fal=2) = 1+ n(—x)? T 1+na? 1+ na?

Por lo tanto f,(z) es impar.

Puntos Criticos Por medio del Calculo podemos obtener los puntos criticos
haciendo ¢'(z) = 0 y resolviendo a x.

falz) =0
2 2y _ 2
() = n*(1 + nx?) 271293(2n$) n? —nds? .
2 3(12+ "952 )3 2 (1+na?)?
n®+n°xr°) —
= ) i n? —nir? =0
(14 na?)?
n?—nig? n*(1 —na?) =0
(14 na?)? 1—na*=0
1
==
n
1
r=+——
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— 4L {ti
r == 7 Son puntos criticos.

Maximos y Minimos Mirando el crecimiento y decrecimiento de las tangen-

tes.
/
fulw) <0 folw) >0
2 3.2
n n’z® <0 n2—n3:1:2>0
2
1 —nz® < 01 1—nz?>0
rr > — 5 1
n < —
1 n
r>—— 1
< —_
VT <
xr = —\/Lﬁ es un minimo y x = \/Lﬁ es un maximo.
Imagen de 0 y de los puntos criticos
(0 = 0 Ly )
0 =T 0p PR T Tty
-0 n3/2
-+ .
3/2
4
2

Ahora bien con toda la informacién anterior podemos graficar f,, con n fijo

Sim > n, como es la grafica f,, en comparacién con la grafica de f,. (}7
Utilizando 2.8 y la condicién m > n obtenemos 2.9

Convergencia Puntual
Fijemos zy > 0 cualquiera, entonces
TLZJJ()

M falwo) = lim 3=00s = o0
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8 2

AN

n .Gl\)o

2

Figura 2.8: fp(x) = -5

1+nx?

Similar para xq < 0, esto es igual a —xy > 0 entonces

2

n?(—xo) n"Zo

) = TP T T

Por tanto la convergencia puntual esta dado por

—00 Ssizg<O0
lim f,(z) =40 sixzg=0
n—oo

00 sixg >0

Convergencia Uniforme

En este caso no se puede hablar de convergencia uniforme ya que no existe

convergencia puntual.

Ejer 2. Estudiar la convergencia de:

1
falz) = T(%f

Solucién 2. Para estudiar la convergencia de funciones primero miraremos

que tipo de funcién es, dejando a n fijo y asi poderla graficar:
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n=141 T
n75- 2|
m="

3
%\f

Kwv

£
£
AT

Figura 2.9: Comparacién entre f, y fi,

Asintotas Verticales Se dice que una funcién g(x) tiene asintota vertical

cuando esta funcién no estd definida en un =z = a.

14 ( T ) 2 0 Como lo anterior no tiene solucién real
n ) entonces podemos decir que no existen
T
<ﬁ> =-1 asintotas verticales.

Asintotas Horizontales Se dice que una funcién g(x) tiene asintota horizontal
cuando lim g(x) = L.
T—00

n2

lIm —— = 1lim ——— =0
xg&l_i_ (%)2 xl—>nolo n? + 2

Existe una asintota vertical en y = 0 cuando x — £o0
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Par 6 Impar Se dice que una funcién es par o impar si y solo si g(—z) = g(x)

0 g(—z) = —g(z) respectivamente.
1 1
fo(—2) = 1+ (%)2 - 14 (%)2 = fu(@)

Por lo tanto f,,(z) es par.

Puntos Criticos Por medio del Calculo podemos obtener los puntos criticos

haciendo ¢'(z) = 0 y resolviendo a x.

() 2 @

x = 0 es un punto critico.
Maximos y Minimos Mirando el crecimiento y decrecimiento de las tangen-

tes.

fulz) <0
<0 fi(@) > 0
" (1+ (%)2> —_2 T -0
g >0 ")
(1+(2)?) .
>0 (1+(%)2)2 <0
x <0

z = 0 es un MAaximo.
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Imagen del punto critico

=1
140

Ahora bien con toda la informacién anterior podemos graficar f,, con n fijo

4

;2
P

&
<

n .QUO

A\ 4

Figura 2.10: f,(z) = 1+(1£)2

Si m > n, como es la grafica f,,, en comparacién con la grafica de f,,. (}7

Utilizando 2.10 y la condiciéon m > n obtenemos 2.11.
Convergencia Puntual

Fijemos zy > 0 cualquiera, entonces

n2

1
{ = { E————1 _— = 1
nh—g}o AC) nll—{go 1+ (% )2 nh—glo n? + (z9)?

Similar para xg < 0, esto es igual a —xy > 0 entonces

n2

lim fo(—a0) = lfm ———— — 1fm — " —1



2.9. Ejercicios en Clases

61

& T T T
- -3 -2 -1

Fl
£

14

£

v

m=N
n=1i
n=41

Figura 2.11: Comparacion entre f, v fin

Por tanto la convergencia puntual esta dado por

lim f,(xg) =1

n—o0

Convergencia Uniforme

Ahora bien serd que para todoz € R, f, = f = 1(}7

Para todo R NO se cumple la convergencia uniforme, pero si tomamos un in-

tervalo [—a,a] con 0 < a < oo como dominio, si se cumple que f, = f = 1.

Restringimos la funcién f,

foil—a,al — R, 0<a<o0

T

Probamos que f, = f

1
1+ (2)°

lim | f, — f”[—a,a] =0
n—0o0
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Ejer 3.

lim sup{|,(x) = F(@)]\ = € [~a.a]} =0

Ve > 0 3N € N tal que Va € [—a, a] entonces |f,(z) — f| <€

Sea ¢ > 0 cualquiera, sabemos que para o € [—a,a| tenemos lim f,(zg) = 1.
n—oo

O sea
Ve > 0 3N, € N tal que n > N,, entonces |f,(z) — f| < ¢

entre todos 1os (Ny,)zoe[—a,a, tomemos N = N,,.

En verdad para x € [—a, a| cualquiera y n > N,, se tiene

[ful@) = f(2)] = | fulz) =1

=1 — fu(2)] & Por que la sucesion puntual en z es

< |1 = fu, (2)|[&] creciente f,(x) > fNa(Jf?, n>N,.
& Porque fy, es decreciente fy,(a) >

<h-pvlal 5
< |fw (@)~ 1] “
<e€

Pruebe que g,(x) = 2™ converge uniformemente en cada [a,b] C [0, 1].

Solucién 3. Primero elaboremos una grafica de la funcién f,(x) = =™ donde

n tomado algunos valores

La sucesién de funciones

foila, b)) — R

z—z" ne€N

Debemos probar que f, = f = 0.
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Ejer 4.

£
£
£

A 4

a b
Figura 2.12: f,(z) = 2"
Sea £ > 0 cualquiera, sabemos que si fijamos x cualquiera en [a, b] entonces
folx)=2" =0
Convergencia Puntual Para dicho € > 0, existe N, € IN tal que si n > N,
[fu(z)| = |2"| < e

Pero debemos hacer esto independientemente del z, para ello tomemos N = N,.
Entonces cada z € [a,b],sin > N

| fu(z) — O] = |2"|
<|93N| Porque 0 <x <1yn>N,.
< b Porque fy es creciente en el punto b.
<e

Sean D C R, f : D — R una funcion y a,, una sucesion de reales tales que a,, —
0. Definamos f,(x) = a, f(x). Demuestre que f,, converge puntualmente a cero
en cada x € Dy quesi f es acotada en D entonces f,, converge uniformemente

a cero en D.
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Solucién 4. Convergencia Puntual

Sea x € D fijo por tanto f(z) también es constante, entonces

lim f, = lim a,f(x) = lim a, lim f(x) =0- f(x) =0

n—oo n—oo

Convergencia Uniforme

Sea € > 0 cualquiera ya que f es acotada en D, existe M tal que
|f(x)] <M, YxeD

Como lim a, = 0, existe N tal que n > NN entonces |a, — 0| = |a,| < 77, con
n—oo

esto para cada x € D y n > N se tiene que

anf (@) < 3 M =

Ejer 5. Sea f :]0,b] — R continua. Pruebe que si 0 < z < b, entonces

| ( I f(f)ds) ty= [ sy

Solucién 5. Ayuda Integracién por Partes, remplacemos por ¢'(y) = 1 enton-

ces p(y) =y y ¢Y(y) = foy f(&)d¢ entonces ¥'(y) = f(y) por tanto al integral
queda dada por

/ox : (/ f Wf) dy = / "))y

= oY) (y) T /0 ’ oY)V (y)dy

o[ xf(y;zj— / i)y
- [ =t

b
/ ze®dx
a

Solucién 6. Ayuda Integracién por Partes, remplacemos por f(z) = z y

Ejer 6. Calcule

g () = e*dx entonces f'(z) = 1y g(x) = € por tanto al integral queda
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dada por
b b
/ redr = ()¢ (z)dx
a a - \
= fl@)g(x)]  — [ [(z)g(x)dz
b mb—a
=ze"| — / e’dx
’ b
= be’ — ae” — €”
= be? — ae® — (e’ — %)
= (b—1)e" = (a—1)e”
Ejer 7. Encuentre todas las soluciones a la ecuacién diferencial f'(x) = rf(x), r €

R — {0} y con f(0) = yo

Solucién 7.

Paso 1. d—gyc = ry, con Y,—g = Yo, €s una ecuacioén de variables separables:

d
Y rdz
Y
d
—y:/rda:
Y
lgy=rz+c

y=¢e"k con k =¢e° = cte
para hallar k se usa la condicién dada
yo=e"k=k
con esto, hemos obtenido la solucién
y = f(z) = yoe™

Paso 2.
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Ejer 8.

Ejer 9.

Ejer 10.

Sea R rectangulo cerrado y acotado cualquiera que contenga el punto

07 Yo-
¢ es continua porque es lineal.

¢ es Lipschitz en y(;?

[p(y1) — O(y2)| = |ryr — ry2| = |7|lyr — 2

Si ¢(x,y) es diferenciable con respecto a y en un rectangulo compacto
entonces ¢ es Lipschitz con respecto a y entonces | tiene solucién

tunica. Por tanto f(x) = ype'™ es la tinica solucién.

Sea ¢ una funcién continuamente diferenciable con respecto a y:
¢:RCR?* =R
(z,y) = o(z,y)

Definida en un rectangulo cerrado y acotado R del plano. Pruebe que ¢ es

Lipschitz con respecto a y.

Solucién 8.

a. Grafique f(z) = == en [%,?ﬂ.

sin x

b. Es f(z) continua en este intervalo.é;?Tiene primitiva en este intervalo.z}?

c. Encuentre una primitiva para f(z) en [F,2T].

104
d. Calcule i

1 dx
-~ sinx
4

Solucién 9.

a. Grafique f(z) = %L en —1 <2 < 1.

22
b. Calcule
/1 z+1 J
T
-1 LUZ — 2

Solucién 10.



CAPITULO 3

Espacios Métricos

Definicién 28. Un espacio métrico es una pareja (X, d), donde X es un conjunto y
d: X x X — X tal que

i d(z,y) >0Ve,ye X yd(z,y) =0siysolosiz =1y
ii. d(z,y) = d(y,z)
iii. d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

Proposicién 7. Todo espacio vectorial normado (X, | - ||), en particular todo espacio

de Banach, es un espacio métrico con la distancia
d(x,y) = ||z =yl
Demostracion.  Vi. ||lx—y|]| >0y |lz—y||=0siysolosiz—y=0siysolosiz =y
Vil [z =yl = [(=1)(y =)l = [ = Ully — =[] = [ly — =]

Vili. |lz =z =|[(x —y) +(y—2)| < |z —yll + |ly — 2|

Ejemplo 4. (R,|-|) es un espacio métrico con d(x,y) = |z — y|

Ejemplo 5. En R¢ se pueden definir varias normas:

d 1/p
lzll, = (Z WI”)

i=1

p-norma
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con x = (z,22,...,2%). La mds conocida es cuando p = 2 (norma euclidiana).

Norma del maximo

|]lo = méx{|z'], |2°],..., [2“]}
No toda distancia d proviene de una norma
Ejemplo 6. Métrica trivial: X es un conjunto cualquiera

Osiz=y
lsixz#y

d(z,y) =
Proposiciéon 8. Si (X, d) es un espacio métrico y B C X cualquiera, entonces (B, dg)
es un subespacio métrico de (X, d) donde
dB(xay) = d(fL‘,y) vxvy € B

Teorema 36. Sea (X, || -||) un espacio vectorial normado. Sea (x,)nen una sucesion
en X que converge a x € X, entonces

it [l | = |l
O sea, || - || es una funcion continua de x en R.

Demostracion. x, — x < lim ||z, —z| =0
n—o0

2]l = [[(z = 2n) + 2]

< o= 2l + o Jzall = (@, = 2) + al

[z]] = lznll < flz = 2|l < lan — 2| + |||
Ny — < _
I = 2l < o]l =l Jzall = o] < llza o]
o &

De & y & obtenemos

—llz = zall < flznll = llzll < flzn — 2]
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y por definicién de valor absoluto

lzall = Nl < flzn — ]
Como z, — z, ||z, — z|| = 0, o sea |||x,|| — ||z]|| = 0 y por tanto
T ]| = [l

3.1. Sucesiones en Espacios Métricos

Definicién 29. Sea (X, d) un espacio métrico,(z,)nen elementos de X (sucesién en

X). Decimos que x,, converge a x en X si
Ve >0 3dN € N/ sin > N entonces d(z,,z) < ¢

se escribe z,, > x o lim z, =z
n—oo

3.1.1. Sucesion de Cauchy

Definicién 30. (z,),en es de Cauchy si
Ve >0 3dN € N/ si n,m > N entonces d(z,,zy,) < €

Entonces se dice que (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy en X es convergente.

Teorema 37. Sea (R%, |- ||2) ¥ sea (¥n)nen = (21,22, ..., 28) e una sucesion en RY
1,2

x, = x=(xt, 22 ... 2% siy solo si

.
zh =zt en R

22 = 2% en R

d d
Lz, = 2% en R

Corolario 9. R? es completo.
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3.2. Limites y Continuidad

Definicién 31. Sean (X, d,) y (Y, d,) espacios métricos y f : X — Y. Decimos que f

tiende a y cuando x — xq si
Ve > 030 >0/ si0<d,(x,z9) <6 entonces d,(f(x),y) < ¢

f es continua en x si lim f(x) = f(zo). Es decir,
n—o0

Ve > 030 > 0/ si dy(z,z9) < 0 entonces d,(f(x), f(xo)) <e

Definicién 32. Con las notaciones, se dice que €2 C X, decimos que f es uniforme-

mente continua en 2 si
Ve > 036 > 0/Vay, xe € Q sidy(x1,22) < 0 entonces d,(f(x1), f(x2)) <€
Ejemplo 7. (X, d) espacio métrico zp € X fijoy f: X - R f: X — f(z) = d(z, z0)

f es uniformemente continua en X (}?

Sea € > 0 cualquiera entonces § = ¢ satisface que si z1,z9 € X con d(zq,22) < 6 = ¢

entonces

< g,?
Con ayuda de la desigualdad triangular
d(l’g, 330) S d(.fL'Q, 1'1) -+ d(.fll'l, x0>
d(w2,z9) — d(z1,70) < d(2,71)
—d(w2,71) < d(w1,70) — d(22, 70)
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de Oy ©
—d(72,71) < d(x1,20) — d(22,70) < d(21,72)

|d(x1,20) — d(xe, 20)| < d(z1,22) <V

Teorema 38. Sea X un espacio métricoy f : X — R, f(x) = (fL(), f2(x),..., f4(z))

d son continuas.

entonces f es continua si y solo si fY, f%,..., f
Demostracion. Usar el teorema sobre sucesiones. O

Ejemplo 8.

a:R— R?

t (17, sint, e')
« es continua porque cada o' con i = 1,2, 3 son continuas.

Teorema 39. Sea X un espacio métrico y f,g : X — R. Entonces f + g, fg, |f],
max{f,g}, min{f, g} con continuas de X en R. Ademds, si g(x) # 0 Vo € X g

también es continua.

Teorema 40. Sean X,Y, Z espacios métricos,

f: X =Y continua en xq

f:Y — Z continua en yo = f(xo)

Entonces go f : X — Z es continua en xg

Definicién 33. Sean X,Y espacios métricos, (f, : X — Y),en sucesion de funciones
de X enY y f: X — Y una funcién. Decimos que (f,,)nen converge uniformemente a
fen X si

Ve > 03N € N/V(n > N,z € X) si n > N entonces d(f,(z), f(x)) <e

Teorema 41. Si(f, : X = Y),en s una sucesion de funciones continuas que converge

uniformemente a f : X =Y entonces f es continua.
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3.3. Funciones u Operadores Lineales Continuos

Definicién 34. Sean V, W espacios vectoriales normados con normas || - ||y v || - |lw

respectivamente.
i. Una aplicaciéon L : V — W es lineal si

V. L(Ul -+ ’02) = L(’Ul) -+ L(U2) Vvl,vg eV
V. LOw)=M(v)VYweV y¥reR

ii. Una aplicacion lineal L : V — W es acotada si existe ¢ € R tal que

|L(v)|lw < c||v|ly YveV

Toda aplicacion lineal L : V' — W es continua.(;?
SiV =R?y W = R" la respuesta es SI!!l. Sin embargo esto NO es cierto en general.

Teorema 42. Una aplicacion lineal (funcién con operador) L : V- — W donde V,W

son espacios normados es continua si y solo si es acotada.

Demostracion.

& Supongamos que L es acotada. O sea existe ¢ € R* tal que
IL@)llw < clvllv VoeV
Sea ¢ > 0, cualquiera, pongamos § = £. Entonces si ||v; — valy < ¢ ahora bien

[1L(v1) = L(va)llw = [[L{vr = v2)llw

< cl|vy — va|lv

€
=cd=c-=¢
c

Por tanto L es continua, es mas aun es uniformemente continua.

= L:V — W es continua en V. En particular es continua en v € V. Es decir,

Ve > 036 > 0 tal que si [[v—0||y = ||v|ly < d entonces || L(v)—L(0)||lw = ||L(v)||lw < &
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En particular, podemos tomar ¢ = 1: 3§ > 0 tal que ||v||y < ¢ entonces || L(v)|w < 1.

Tomemos ¢ = 2, v € V/{0} y 0 = o=%—. De este modo

cllvllv -
- . v
ol =\ et I,
B 1 v
=l ly
_ % 1= % _ g <5

Entonces ||L(7)||lw < 1y asi pues,

IL()llw = [[L([[ollveo)llw
= llllvllveL(@)lw
= cllvllv[IL(0)llw
= c||v|ly Vv e V/{0}
o sea L es acotada. O

Observacién 1. Hemos demostrado mas:
Acotado=> Uniformemente Continuo=> Continuo=- continuo en 0.

Esencial para L lineal.
Corolario 10. Toda aplicacion lineal L : R™ — R™ es continua.

Ejemplo 9. Sea L : R® — R™ una aplicacién lineal. Entonces existe una constante c
tal que
IL(z) ][ < cllzl

Sea (e, e, ...,e,) una base en R" si z € R" = x = Xxje;. Entonces, al aplicar L,
L(z) = L (X7_j25¢;) = X7 x;L(e;)
por consiguiente
IL(@) oo = [[ZforzsL(ed) || < 2ol L(ed)lloo
IL(2)[[oo < max{|z1], |2al, ..., [en|}ET_ [ L(e:) [l

Por Tanto
[ L(z)loo < cfl@loo
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Ejemplo 10. Sea z € [0, 1] fijo entonces

(:=C%0,1 — R
[ f(@)

Toma una funcién f : [0,1] — R continua y produce f(x).
(, es lineal. (;7

Vo G(f+9) = (f+9)(@) = fz) +9(x) = G(f) + &(9)
Vo GAf) = (AN)(x) = Af(2) = A

(; es continua. (7
(CO10, 1. flen) < (R. |-

Entonces debemos probar que la aplicacién esta acotada |(.(f)| < ¢||f||co

G = | f(2)]
<sup{f(§):0<¢ <1}

<1-|fllco conec=1
Ejemplo 11. Sea

D:C'[0,1] — C°[0,1]
f=Df=f

Toma una funcién f : [0,1] — R continua y produce f'(z).
D es lineal.(’)?

V. D(f+9g)=(f+9)(x)=f(z)+d(x) = D(f) + D(g)
V. DAf) = (Af)(z) = Af'(x) = ADf

D es continua. L?(depende de las normas elegidas)

SI. Cuando,
(€10, 1, || - ller) 2 (€010, 1], || - || o)
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debemos probar que la aplicacién D es acotada,

IDfllco = [1£]] o
< Nlo + 1o
= ||fllcr conc=1
NO. Cuando,
(C'10,1], || - [leo) 2 (C°[0, 1, ]| - [|o)

Basta buscar un contraejemplo. En verdad tomemos, f,(x) = sinnz, f, € C’[0,1]

Vn € IN. Asi f](z) = ncosnx con esto

| fullco = sup{|f(z)| : 0 <z <1} =1conn>2

1D fullco = I fllco sup{lf'@)| : 0 <& < 1} =n conn > 1
Por lo tanto no existe ¢ € R* tal que

| Dfulco < ¢l fnllco No es acotada entonces no es continua.

Definicién 35. Sean V| W espacios vectoriales normados respectivamente por || - ||y,

| - [lw y sea L:V — W una aplicacién lineal continua. Se define,

IL]] = sup {[[L(z)lw : [|lz[lv = 1}
= sup {[|L(z)[lw : [lz]v <1}

o (L2 )

2l

Definicién 36. Sean V, W espacios vectoriales normados con || - ||y, || - ||w y las apli-
caciones lineales continuas L; : V' — W forman un espacio vectorial normado B(V, W)

con las operaciones

(\L)(z) = AL(x)

y con la norma dada en la definicién anterior.
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3.4. Bola Abiertas y Bola Cerrada

Definicién 37. Sea (X, d) un espacio métrico, zg € X y r > 0.

O U(zo,r) = {z € X/ d(z,20) < r} Bola abierta de centro z, y radio r.
® B(zy,7) = {z € X/ d(z,z,) <r} Bola cerrada de centro z, y radio r.

Lema 10. Condicion de Hausdorff Sea (X,d) un espacio métrico, x,y € X x # y
entonces existe € > 0 tal que U(x,e) NU(y,e) = 0.

Y , d
Demostracion. Sirve cualquier € < (:;y) 0

Definicién 38. Sea (X, d) un espacio métricoy A, B C X.
[J A es un conjunto abierto si Vo € A Je > 0 tal que U(z,¢) C A.
B B es un conjunto cerrado si X\ B = B¢ es abierto.

Ejemplo 12. Sean X = Ry d(z,y) = |x —y|. El intervalo (a,b), a < b donde a,b € R
es abierto.z,?

Tomando r = min{|z — b|, |z — a|}, entonces U(z,r) C (a,b)

Ejemplo 13. Sea (X,d) un espacio métrico. La bola U(xg,r) z € X, r > 0 es un
subconjunto abierto de X (}?

X

Figura 3.1: Bola Abierta
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Sea z € U(x,,1), debemos hallar un € > 0 tal que U(z,¢) C U(zo, 7).

Sea e =1 —d(z,z0) y y € U(z,¢) cualquiera entonces,

d(ya il?'o) S d(ya ’Z) =+ d(Z, .ZC())
<e+d(z,x0)
=r—d(z,z9) +d(z,z9) =7

Entonces y € U(zo,r). O sea, U(z,e) C U(xo,r).

Lema 11. Sea (X, d) un espacio métrico, toda bola abierta U(zg,1), xo € X yr >0,

es un subconjunto abierto de X.
Teorema 43. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces,
i. 0, X son abiertos.
1. 1§21, Q9 € X son abiertos entonces 21 Ny es abierto.
iii. Si (Q)ier es una familia de abiertos entonces UIQ es abierta.
i€

Demostracion.

i. 0 no tiene elementos, asi que cumple la definicién de abierto.
Ahora sea z € X y r > 0 entonces U(z,r) C X, asi que X es abierto.

ii. 21, son abiertos y consideremos 2; N €2y. Sea x € €21 N )y cualquiera, significa

que x € €, y x € )y, entonces deq, €9 tal que
U({L‘,€1> c ) U(ZL’,€2) C €29

tomemos el menor radio ésea ¢ = min{ey, €5} entonces U(x,e) C 2y Ny
iii. (€;)se; una familia de abiertos y consideremos |J ;. Sea = € |J €; entonces x €
i€l iel
2;, (abierto) entonces 3¢ > 0 tal que
Uz,e) €, < |
icl

O sea |J Q; es abierto.

el
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O

Corolario 11. Por induccion en la condicion ii. al interseccion de una familia finita

de abiertos es un abierto.

Ejemplo 14. X =# () un conjunto cualquiera con la métrica trivial. Cudles son los

subconjuntos abiertos de (X, d)(}{?

Paso inicial(en particular) X = {a,b, c}
{a} es abierto.z,?ﬂs > 0 tal que U(z,e) ={x € X / d(z,a) <e} C {a}(,?
Sie = 1. Por tanto los unitarios {a}, {b}, {c} son abiertos entonces {a,b},{a,c},{b,c}

son abiertos. Todos los abiertos son

P(X) =A{0,{a}, {0}, {c},{a, b}, {a, c}, {b,c}, X}

Paso final(en general)
Sea X un conjunto no-vacio y z € X, {x} es abierto y asi para todo y € X los abiertos
de X son los elementos de P(X)

Teorema 44. Sea (X,d) un espacio métrico A C X, A es cerrado si y solo si toda
sucesion (xp)new C A tal que x, — x se tiene x € A. (A es cerrado < contiene los

limites de las sucesiones que contiene)

Demostracion.
= Sea A cerrado supongamos que existe (z,),eny C A tal que z, — z pero z ¢ A
dsea x € A° = X\ A(abierto) entonces 3¢ > 0 tal que U(x,e) C X\ A(porque toda bo-

la centrada en = debe contener infinitos x,,; jotas, pero ellos estdn en A) por tanto z € A

& Si para toda sucesion (x,),eny C A se tiene que z, — =, © € A entonces A es

cerrado.(por contradiccién (—+<—))

Si A es abierto, entonces A° = X\ A no es abierto entonces existe x € A tal que no hay
n €N, Uz, 1) C X\A se puede construir una sucesién z,, tal que z,, € ANU(z, L)
entonces d(z,,r) < % por tanto x,, — x por hipétesis x € A.(—+) Se concluye que A

es cerrado. O

Corolario 12. Todo subconjunto finito de un espacio métrico es cerrado.
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Demostracion. Si A = {x1,2s, ..., 2y} toda sucesién de elementos de A converge a un

elemento de A por el teorema anterior A es cerrado. O
Corolario 13. Todo subconjunto unitario de un espacio métrico es cerrado.
Demostracion. Los unitarios son finitos. O

Definicién 39. Sea (X, d) un espacio métrico M C X y x € X es un punto frontera
de M si toda bola U(x,¢€), € > 0 interseca a M y M°.

%*. OM es el conjunto de los puntos frontera de M.

*. M° = M\OM es el interior de M.

*. M = M UOM la cerradura o adherencia de M.

Teorema 45. Sea (X, d) un espacio métrico y M C X. Entonces
a. OM es cerrado.

b. M° = M\OM es abierto.

c. M =MUOM es cerrado.

Demostracion.

a. Idea (OM)¢ = X\OM es abierto.
Sea z € X\OM = (OM)°, 6sea x ¢ OM. Es decir, existe una bola U(z,¢), € > 0 tal
que
U(x,e) C M o bien U(z,e) C M°

Afirmamos que U(z, €) no pueden contener punto de OM porque siy € U(z,e)NOM
entonces existe U(y,n), n > 0 tal que

Uly,n) CU(z,e) y (U(y,n)NM A Uly,n) N M)

lo cual es una contradiccién. Por tanto U(x,e) C (OM)® Vo € (OM)¢, (OM)° es
abierto y OM es cerrado.
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b. Sea x € M° = M\OM entonces existe U(z,¢), € > 0 tal que
U(x,e) C M o bien U(x,e) C M*¢

sin embargo la segunda posibilidad es imposible. Asi U(z,e) C M\OM. De este
modo M*° es abierto.

O

Teorema 46. Sean X, Y espacios métricosy f : X — Y. [ es continua si y solo si para
todo abierto V- de Y f~Y(V) es abierto en X. Donde f~*(V)={zx € X/ f(z) eV} y

se llama la imagen reciproca.

Demostracion.

=) Si f es continua para todo x € X se tiene que Ve > 0 35 > 0 tal que dx(z,x¢) < ¢
entonces dy (f(z), f(zo)) < €. Ahora sea V' C Y abierto y un yo € V entonces hay
un g € f7H(V), f(xo) = yo entonces existe un € > 0 con U(f(xg),e) C V(abierto) y
como f es continua existe un § > 0 con dy (f(x), f(xo)) < € cuando d,(z, ) < 0, bsea
cuando U(zg,8) C f~H(V) entonces f~'(V) es abierto.

&) SIVV € Y abierto f~!(V) abierto entonces sea zyg € X, ¢ > 0 cualquiera tene-
mos que f(zg) € Y entonces U(f(xg,€)) C Y abierto, por hipétesis f~H(U(f(zo),€))
es abierto en X por lo tanto existe un 6 > 0 tal que dx(z,xy) < §, o sea U(xg,d) C

S HU(f(z0,¢))) entonces f(U(zg,d)) C U(f(xo,¢)) es decir, dy (f(zo), f(x)) < € cuan-
do dx(x,x0) < d, luego f es continua. O

Ejemplo 15. Sean X,Y espacios métricos, donde X es la métrica trivial

0 siz=y
1 six#y

d(z,y) =

Los abiertos en X en la métrica trivial son todos los subconjuntos de X. Sea U un
abierto de Y, entonces f~'(U) C X por tanto, f~'(U) es abierto. Entonces, toda
funcion f: X — Y es continua.

Observacién 2. La pre imagen de un abierto U tiene que ser abierto. No al revés.
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3.5. Convexo

Definicién 40. Un subconjunto C' de un espacio vectorial es convexo si Vz,y € C' se

tiene
e+ (y—a)t: te0,1]}cC

(ty+(1—tz: te0,1]} cC

Ejemplo 16. B es un espacio de Banach, xg € B, r > 0. La bola U(zg,r) es un

convexo de B.

Sean x,y € U(xo,r) cualesquiera. Entonces ||z — xo|| < 7y ||y — zo|| < 7. Sea t € [0, 1],

debemos tener x + t(y — ) € U(xo, 1) bsea

|+ t(y — ) — @ol| = [lz + t(y — = + 20 — o) — 2o
[t(y — @) + (1 = t)(z — @o)]|
< tlly = ol + (1 = ) ||z — o
<tr+(1—-t)r=r

Definicién 41. Un espacio métrico B es convexo si para todo par de subconjuntos
abiertos 21,y C B tal que

QlLJQQ:BleﬁQg:@

Se tiene que ©; = () o bien Qy = 0 {Q4, Qs } separacién de B.

B es convexo si no admite una separacién en conjuntos no vacios.

Ejemplo 17. X un conjunto de méas de un elemento con la métrica trivial. X no es
Convexo.
Primer Caso: X = {a,b} los abiertos son ), {a}, {b}, X. Sean ©; = {a} y Qs = {b}
tenemos

QlLJQQ:Xy(ZlﬂQQ:q)
pero Qy,Qy # 0.
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Segundo Caso: X tiene mas de dos elementos, sea a € X. Sean (4 = {a} y Qs = X\
tenemos

QlLJQg:Xleﬂ§22:@
pero €, Qy # 0.

Proposicién 9. Sea X un espacio métrico convexo B un subconjunto no vacio de X

que es abierto y cerrado. Entonces B = X.

Demostracion. Sean 3 = By Qs = X\ B entonces tenemos
QlLJQQ:Xyﬁlﬂggzw

Como X es convexo y O = B # (), entonces 2y = X\B=B“=0. Asi B=X O
3.6. Completitud de R

v' Axiomas de Orden <,>,<,>
R § v/ Axiomas de Campo (R, +, )
v' Axiomas de Completitud sup

3.6.1. Axiomas de Completitud

Todo subconjunto S C R acotado superiormente tiene un supremo.

Definicién 42. El supremo es la minima cota superior. S C R, un supremo de S en

un ty € R tal que
1. Para todo t € S, t <t,. (cota superior)
2. Para todo € > 0, existe t € S tal que to <t +¢.

Teorema 47. Todo espacio vectorial normado es convexo. Con mds precision, todo

subconjunto convero S de un espacio vectorial normado es convezo.
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Demostracion. Por contradiccion(—<—)
Supongamos que B no es convexo. Entonces, existen abiertos no vacios €2, C B tal
que

QUQ=Byu©NQ=>0

Sean = € ()1, y € ()5 consideremos
A = {7 €]0,1] Para todo [ se tiene ly + (1 — l)x € Q;}

Notemos que 0 € A, A # (). A es acotado superiormente todo 7 € A 7 < 1, en-
tonces por axioma de completitud implica que A tiene supremo, sea t = sup A. Sea
& =ty+ (1 —t)x, Vamos a probar que £ ¢ )y, £ ¢ Qs esta es la contradiccién porque
QL UQy = B.

Esto lo haremos tomando una bola centrada en £ y viendo que ella tiene puntos en €2y

y €25 lo cual es imposible porque €21, {2, son abiertos y ; Uy = B.

Sea & =ty + (1 — t)x, como QO UQy = By Q1 NQy = () debemos tener 6 bien £ € 4
6 bien £ € ().

Si & € Q1 como Q4 es abierto existe r; > 0 tal que U(&, 1) C

Si € € Qy como Q5 es abierto existe ro > 0 tal que U(§,79) C €

Si logramos probar que toda bola U(&,r) interseca a 21,y hemos producido una
contradiccion

FALTAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA O



Conclusiones

El otro problema
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