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CAPITULO 1

Geometria Diferencial de Superficies

1.1. Calculo Diferencial en Varias Variables

Una Variable: Sea f:u C R en xg € u si existe

Im f(xo +h) + f(wo)
n—0 h

La derivada es la pendiente de la tangente
en xg, también es una transformacién lineal

R — R que aproxima a f en xg.

v

<&
<

[ : \
\ Yo ]

En General: Sea u una vecindad de o € R". F' : u — R™ una funcién. F es

v

diferenciable en xg si existe una transformacién lineal dF'(xy) : R™ — R™ tal que
F(xo + h) = F(xo) + dF (x0)(h) + |||
donde ¢ — 0 cuando h — 0. Se nota que h € R"™ y dF(x)(h) € R™.

* 51 F' es diferenciable en xy entonces es continua en xg.

Prueba: Cuando dF(xg) es lineal,

lim dF'(z0)(h) = dF(20)(0) = 0
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Ademas limy, o €||h|| = 0 luego lim,_o F(zo + h) existe y es F(zy) O
[;?Y cudl es la matriz de dF(xo)[;?

La matriz de dF'(z), llamada matriz de Jacobi, tiene como fila las derivadas parciales

de las m funciones componentes.

Ejemplo 1. F: R? — R? dada por F(z,y) = (zcosy,xsiny,xy), F es diferenciable

y su matriz de Jacobi es

cosy —zsiny
dFF = | siny xcosy
Y x
* S0 todas las derivadas parciales existen y son continuas entonces F' es diferenciable.
* Sea ahora u € R™ unitario fijo, la derivada direccional de F', en la direccion de u, es

lim F(xo + hu) — F(xq)
h—0 h

* Si la funcion es diferenciable, entonces existe todas las derivadas direccionales vy
ademads
dF,(xo) = dF(z9)(u)

En general, no al revés. A menos claro esta, que todas sean continuas.

* Si F' es diferenciable en cada xy € u, la derivada es una funcion

dF :u — £(R", R™)
xg +— dF(xq)

Las derivadas de orden superior representan un problema interesante (Andlisis Fun-
cional)
* Si G es diferenciable en yo y F' es diferenciable en xo = G(yo), entonces la compuesta

FG es diferenciable en yo y ademds
d(F'G)(yo) = dF(x9)G (o)

Esta es la regla de la cadena.
En adelante y en todo el curso salvo que se diga lo contrario, las funciones son in-
finitamente diferenciables( es decir, existe todas las derivadas parciales de todos los

6rdenes).
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P N
?\ _—F6 R
- —
JFO)ay = JF*JO)

Figura 1.1: Regla de la Cadena

1.1.1. Difeomorfismo

& Un difeomorfismo es una funcion biyec-
tiva diferenciable y cuya inversa también es
diferenciable.

una funcién F' : u € R"™ — R", u vecindad

de g, cuya restriccién es un difeomorfismo. ?\X\.

Dos Resultados Importantes:

F) 1&:\
& Un difeomorfismo local (cerca de o) es y@
4

Teorema de la Funcion Inversa

Teorema 1. Sea U C R", abierto, xg € U, F : U — R" diferenciable en U. F es un
difeomorfismo local cerca a xg.
Si y solo si dF(xg) es invertible.

Si y solo si el determinante de la matriz de Jacobi es distinto de cero.
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Teorema de la Funcion Implicita

Caso Particular F': R? — R, F(x,y) = 2 + y*

Nivel 25 {(z,y) : F(x,y) = 25}

en este caso se trata de una circunferencia. En general, y no es funcién de = (6 =

de y). Pero si se toma una vecindad de (z,y) entonces y si puede ser funcién de z,
y = VbH% — a2

(}?Pero esto ocurre siempre[}?

En todos los puntos y es funcién de z excepto en (5,0) y en (—5,0).
Z,?Qué pasa en estos puntos.z,?

Si miramos la derivada vemos que el diferencial se anula.

Teorema 2. Sea U x V C R™ x R™, abierto y F': U x V. — R™ es diferenciable en
U x V. La ecuacion

F(x0,y0) = 2o

define implicitamente una unica funcion diferenciable de xo € U a yg € V' si y solo si
la restriccion de dF (xg,y0) a R™ es invertible. Es decir, si y solo si el subdeterminante

m X m es distinto de cero.

1.2. Cartas y Superficies

Definicién 1. Sea S C R? un conjunto en el espacio. Una carta en S es un homeo-

morfismo diferenciable, regular ¢ : D — S de un dominio D C R? en S.

v' Homeomorfismo: Funcién biyectiva continua y con inversa también continua. En
realidad no se pide que sea sobreyectiva en S, sino solo inyectiva, continua y que la

inversa relativa ¢(D) — D también sea continua.

V' Diferenciable: ¢(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)). Se pide entonces que las funciones
x,y, z tengan todas las derivadas parciales (de todos los ordenes, porque diferenciable

aqui significa infinitamente diferenciable)
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0 ou
ou  Ov
dy 0
0 0z
ou  Ov
¢,: derivada de ¢ con respecto a u entonces (g—i, %, %)

. : oz Oy 0Oz
¢,: derivada de ¢ con respecto a v entonces (37, 3%, 57)

v’ Regular: En cualquier punto ¢ de D la diferencial d¢(q) es inyectiva. Esto equivale
a pedir que los dos vectores ¢,, ¢, sean linealmente independientes. En otras palabras
si el vector

Ou X @, es distinto de cero.

v Dominio: Abierto conexo (de un solo pedazo)

Ejemplos 1.

e El Plano Sean o, € R? vectores linealmente independientes (en particular no

A

K

Figura 1.2: Carta del plano ¢(s,t) = sa+tf3

nulos), Sea D = R? (dominio) y sea ¢(s,t) = sa +tf3

v' ¢ recorre el plano determinado por a y 3.

vV ¢s=ay ¢, = [, son L.I luego ¢ es diferenciable y regular.
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v' La inversa de ¢ es lineal y por tanto continua.

Asi ¢ es una carta.

e La Esfera(La esfera unidad denotada S?, en general S™ es la esfera unidad en R™*1)

2

S

0

4
,
Ny '
1
A}
-
’.

Figura 1.3: Carta de la esfera ¢(u,v) = (u,v, V1 — u? — v?)

Sea ¢(u,v) = (u,v, V1 —u?—v?), D= {(z,y) : * + y*> < 1} el disco abierto es un

dominio.

v' ¢ recorre el hemisferio superior (norte) de la esfera.

v

%x%=< 0%@@@

V1I—uZ =02 V1I—u2—1%

Asi, este producto nunca es cero, luego ¢,, ¢, son L.I. y ¢ es diferenciable y
regular.

v' La inversa de ¢ continua, es la proyeccion.

Por tanto, ¢ es una carta.

e La Esfera(Con otra carta mas geogréfica)(coordenadas polares)

Sea ¢(u,v) = (cosu cosv,sinucosv,sinv), el dominio D = (0,27) x (=5, %)
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v

¢ = (—sinu cos v, cosu cos v, 0)
¢y = (— cosusinv, —sinu sin v, cos v)
Gy X Oy = (COSUCOSQU, sin u cos® v, sin v cos v)

= cos v(cosu cos v, sinu cos v, sinv) = cosvo(u, v)c?

|> = cosu®cos®v +

v ¢ recorre la esfera (salvo un meridiano), de hecho ||¢(u,v)

sin? u cos? v +sin? v = 1 luego ||d, X ¢u|| = | cosv]|||¢]| = | cosv| y |cosv| > 0 en
_%7 %7 de modo que ||¢u X ¢’U|| 7& 0

v/ La inversa de ¢ continua, es la proyeccion.

Por tanto, ¢ es una carta.

Definicién 2. Una superficie es un conjunto S C R? junto con una familia de cartas
{¢} que cubren a S. Esto significa que para cada punto p € S existe alguna carta ¢ en

la familia cuya imagen o recorrido incluye a p

>
..ll" -

Figura 1.4: Atlas
La familia {¢} de cartas de S, se denomina Atlas.

Ejemplos 2.
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e El Plano: Atlas= {¢}, ¢(s,t) = sa + t0.

e El Esfera: Atlas= {¢;}, coni=1,...,6

e El Esfera: Atlas "esférico” {¢, @2}

¢1(u,v) = (cosu cosv,sinucos v, sinv)
oo(u,v) = (77)

Repaso 1. Superficie: Conjunto abierto con cartas.

Carta: Funcién ¢ : D — R?®, D C R? abierto conexo (un pedazo)

v' Inyectiva
v Diferenciable, d¢ Inyectiva (¢, X ¢,) # 0

v ¢! continua

Superficie: (S, {¢;}ics). S conjunto de R3. ¢; : D; — S carta, para cada p € S existe
i con p € ¢;(D;).

Ejemplos 3.

"4 Plano: determinado por «, 3 € R? L. independientes

o(s,t) =sa+t3 D =R

o Esfera: S? = {(z,y,2) : 22 +y? + 2° = 1}
o {¢:}S_, donde ¢1(u,v) = (u,v,v/1 —u? —v2) y su dominio
D = {(u,v) : u* +0v* < 1}
o {¢;}2_, donde ¢;(u,v) = (cosu cosv,sinucosv,sinv) y su dominio

D =(0,2m) x (=Z,Z)

T2 2
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" Cilindro:

¢1(u,v) = (cosu,sinu,v): 0 <u < 2w, veER
Dy =(0,2m) x R
¢o(u,v) = (cosu,sinu,v): —r <u<m, veER
Dy =(—m,m) xR

(’)?qﬁ es carta{;?

¢y = (—sinu, cosu, 0) Oy X ¢y = (cosu,sinu, 0)
¢ = (0,0,1) pu x d0]| =1

&. Sea f: D — R una funcién diferenciable. Su grafica es

Sf = {(x,y,z) R f(xay)}

f:DCR*—R,S; CR. [J?Cual carta{;?

¢(u,v) = (u,v, f(u,v))

<z

Oy = (1’0,g) mverso
du Mz pIogeccion
of

0717_

»
Ll

o= (

¢ux¢v:(

8@)

_of _of
ou  ov’

)

Como ¢, X ¢, # 0, siempre d¢ es inyectiva v asf ¢ es carta.

O

Afirmacién 1. Sea D C R? un dominio (abierto-conexo), y f : D — R una funcidn

real diferenciable. El grafico de f,

Sf = {(x,y,z) R f(x,?/)}

es una superficie (en el sentido de la Geometria Diferencial). A veces se llama superficie
de Monge.
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Ejemplos 4 (Mas Casos Particulares:).

¢ Paraboloide:

fla,y) =a® +y Nivels

f(z,y) = az® + by?, a,b>0

A
N—nNivel A

Nivel 8

8 ¢ Silla de Montar:

flz,y) =y* —a?
f(z,y) = az® —by?, a,b<0

Nota 1. Basta una carta para cubrir una superficie de MONGE.
Nota 2 (General). Sea f : A — B una funcién con A, B conjuntos abiertos. Grafico
Gf Q Ax B
* Gy ={(z, f(x)) € Ax B}
*Gr={(r,y) e AxB:y=f(x)}
* Gp={(z, f(x)) :x € A}
El grafico es subconjunto de A x B.

o ACR", BCR™ entonces Gy C R™™.
O ACR? BCR entonces Gy C R3.

Conjunto de nivel: N, C A para b € B fijo.
Ny={x € A: f(z) =b}

Cada nivel es un subconjunto del dominio A.
$ ACR®Y, BCR™ entonces N, C R™.
O A C R? entonces N, C R3.
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1.3. Superficies de Nivel

Varios ejemplos pueden verse como conjuntos de nivel.

v Esfera: S = {(z,y,2) : 2 +y? + 22 = 1} es el nivel 1 de F(z,y, 2) = 2* + 3> + 2%,
F:R?® — R. F es diferenciable dF = (2x,2y,2z) = VF.

v’ Cilindro: {(z,y,2): 2> +y?> =1} es el nivel 1 de F(z,y,2) =2 +y* F:R® — R.
F' es diferenciable dF' = (2z,2y,0) = VF.

Afirmacién 2. Sea U C R? un dominio (abierto-conezo), y F: U — R diferenciable.

Dado un punto ¢ € F(U) tal que dF no se anula en el conjunto de nivel.

Se={(z,y,2) €U : F(x,y,2) =c}

Entonces este conjunto es una superficie (en el sentido de la Geometria Diferencial),

la superficie de nivel c.

Demostracion. Dado (xo, v, 20) € Se, sin pérdida de generalidad se puede suponer

8%0 f(xo, 90, 20) # 0. Por el Teorema de la Funcién Implicita. Existe una funcién dife-

renciable f en una vecindad de (xg, 3o, 20) tal que z = f(x,y), para todos los puntos
de S, en esa vecindad. pero entonces esa porcion de S, es una superficie de MONGE y

puede construirse una carta S. que contiene a (Zg, Yo, 20)- O

Nota 3. En este caso no puede decirse nada sobre la cantidad de cartas.

Ejemplos 5.

¢ Elipsoide: z—j + z;_j + i—z = 1 superficie de nivel de F(z,y,z) = 2—; + ‘Z—j + %

o Hiperboloide: 2?> — 22 —y?> =1

2 2
o Toro: z2+<\/:c2 +y2 — R) = r? superficie de nivel de F/(z,y, 2) = 22—|—<\/1’2 +y2 — R)

En este triangulo rectangulo se tiene (x42)
2+ (Va2 +y2— R =r?
R es el radio giro de la circunferencia mayor, r R
es el radio de la circunferencia menor. Se pide XT3 (%,9,0)
‘R

R>r.
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A A

Figura 1.5: Toro de revolucién

Una carta que cubre “casi todo” el toro es

d(u,v) = ((R+rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv, rsinu)

0 <u<2m,
(x42)

0<v<2r

* L?Cubre el toro[)?

x = (R+rcosu)cosv
y=(R+rcosu)sinv

z=rsinu

® +y* = (R+rcosu)?, 24+ (Va2 +y? — R)? =r?sin®u+r?cosu = r?

* L?Es cartaz)?
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¢ = (—rsinucosv, —rsinusinv, r cosu)

o

Gu X ¢y = (—rcosucosv(R + rcosu), —rcosusinv(R + rcosu), —rsinu(R + rcosu))

(—=(R+ rcosu)sinv, (R4 rcosu) cosv,0)

—r(R + 7 cosu)(cosucos v, cosusin v, sinu)
[du X @u||* = 7*(R + r cos u)?[cos? u cos® v + cos® usin? v + sin u]

|| X ¢yl| = (R~ rcosu) >0

v’ Inyectiva
v Diferenciable, d¢ Inyectiva (¢, X ¢,) # 0

v ¢! continua. Por lo tanto es carta

1.4. Ejercicios
1. Sean f:R? — R?, g:R?® — R3 dos funciones definidas como sigue.

fl@y,2) = (2 +y+z2z+y+27)

2,2

g(u,v,w) = (w*w? wsen v, u’e”)

a) Calcule las matrices jacobianas Df y Dg
b) Encuentre la funcién compuesta h = fg

c) Encuentre la matriz jacobiana Dh
2. Encuentre un atlas con (dos) cartas en coordenadas esféricas para la esfera S2.
3. a) En el plano yz de R? bosqueje la curva con ecuaciones paramétricas
v
Yy = senv z:cosv+logtan§,

0 < v < 7, llamada tractriz.

b) Demuestre que el segmento tangente a la tractriz comprendido entre el eje z

y el punto de tangencia tiene siempre longitud igual a 1.
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c¢) Por rotacién de la tractriz alrededor del eje z se obtiene la aplicacién
v
o(u,v) = (cos wsen v, sen u sen v, cos v + log tan 5) ,

0 <u<2m 0<wv < m Demuestre que es una carta en “casi todos” los puntos
de su dominio. La imagen de ¢ con z > 0 (incluido el meridiano faltante) es una

superficie de revolucién conocida como seudoesfera.

4. Demuestre que la esfera S? y el elipsoide dado por

1’2 y2 22

St ts=1

son superficies difeomorfas.



CAPITULO 2

Calculo en superficies

Idea: Una superficie(de dimensién dos) es un
Q\ conjunto que “localmente” esigual a R?, pero

que “vive” en otro espacio(como R?).

v

Formalizacién: Conjunto abierto con cartas ¢; : D; C R? — S

v’ Inyectiva
v’ Diferenciable, d¢; Inyectiva

v ¢; ! continua

Objetivo: Hacer calculo (diferencial e integral) sobre las superficies.
Problema inmediato: Los limites sobre la superficie.

Solucién propuesta: Imaginan la superficie con R?, esto se logra a través de las
cartas.
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“pero por ensima quizas F no este definida.”

dd |{}9Yenaab|ep ~
¢ Y }\P

« — %
lectuva’ de Fen &

Figura 2.1: Lectura de carta

2.1. Lectura de carta

Definicién 3. Sean S, T superficies y F': S — T una funcién. Si ¢, p son cartas de S

y T respectivamente, entonces la lectura de F' (en estas cartas) es
F =y 'F¢
Si ¢ : D — S tiene dominio D, entonces F = ¢~ 'F¢ : D — o(F¢(D)).

Ejemplo 2 (Proyeccion estereografica de la esfera:). La proyeccion estereografica envia
un punto p € S? — {N} en el punto F(p) del plano tal que p, F(p) y N estdn en linea

recta.

Figura 2.2: Proyeccién estereografica de la esfera
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Célculo de F': Sea p = (z,y, ), entonces F(z,y,z) = C(?

Ecuacién de la recta: Pasa por N = (0,0, 2)
La direccién de p — N = (x,y, z) — (0,0,2) = (z,y, z — 2)

Carta en el plano cuando

I(t) = N +t(p — N) 2+ to(z—2) =0
=(0,0,2) + t(x,y, 2 — 2) to(z —2) = —2
= (tz,ty, 2+ 1(z — 2)) to = =2 :—2 pues z < 2
z—2 2-z

F(p) = l(ty) = (£, 5£,0) para (z,y,2) € S? — {N},

2—2z)
2 2
F(x,y,z):< . —yo)

2—2"2—2

(Nétese que F no esté definida en todo R?)!!

Una lectura de F:
e Carta para la esfera: ¢(u,v) = (cosucosv,sinucosv, 1 + sinv)
e Carta para el plano: p(s,t) = (s,£,0) y ¢ ' (2,y,0) = (z,v)
e La lectura de la proyeccion estereografica es:
F=¢ ' Fo(u,v)

= ¢ 'F(cosucosv,sinucosv, 1 + sinv)

4 (2(:osucosv 2 sin u cos v 0)
1—sinv ’~ 1—sinv ’

2cosucosv 2sinucosv

( l—sinv ~ 1—sinv )

2 cosv .
= ———(cosu,sinu)
1 —sinwv
La funcién F : S C R® — T C R3 se est4 leyendo en una funcién F : D C R? —

E C R2

Definicién 4. (En los mismos términos de la definicién anterior). La funcién F': S —
T entre superficies es diferenciable en p € S si su lectura F = 0 'F¢ es diferenciable
en ¢ = ¢~ 1(p), siendo ¢ una carta que cubre a p y ¢ una carta que cubre a F(p). F es
diferenciable(G.D.) en p € S si F es diferenciable(usual) en g.
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Figura 2.3: Lectura diferenciable

Ejemplo 3.

[}?La proyeccién estereogréfica es diferenciable en algiin punto de S? — { N }(}7

Como F' es diferenciable en todo su dominio, se “afirma” que la proyeccion F es dife-

renciable en todo su dominio 5% — { N}

Conjentura 1. Supongamos que S C wu

abierto de R® y sea F : u — R3 una fun-

cion definida en toda la vecindad de S. Si 1
F es diferenciable en el sentido usual de Q _F
R? (derivadas parciales etc.) entonces es di-

ferenciable en el sentido de la geometria di-

ferencial.

Demostracion. Dadas las cartas ¢, para puntos p, F'(p) se tiene:
v’ ¢ es diferenciable (usual) pues es una carta,
v F es diferenciable (usual) por hipétesis,

v ! es diferenciable (usual) de manera local por el teorema de la funcién inversa,

puesto que di es inyectiva.

Por la regla de la cadena, ¥ 'F¢ es diferenciable (usual) luego por definicién F es

diferenciable en el sentido de la G. Diferencial. O
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Definicién 5. Dos superficies S y 1" son diferenciables si existe una funcién biyectiva
F : S — T diferenciable (G. Diferencial) con inversa F'~! : T'— S también diferenciable
(G. Diferencial).

Ejemplo 4. La esfera “punteada” (esfera menos un punto) y el plano son difeomorfos.

Pequena pregunta: 1) "'F¢ es diferenciable (usual).

g T

L?Que me garantiza que 1 F'¢ también es diferenciablez,?

En una superficie {S C R3 {®;}ier} 45('9)
.S — T es diferenciable en p € S si
F=4""F¢loesenq= ¢ (p).

/ Inyectiva

/ Diferenciable
vV Jb; myectiva
4 (b';‘cuminua

Z,?Y esto depende de ¢, 1 é,?

Primer problema: Si ¢ : D — S es una carta,
2}?(?‘1 es diferenciablez,?

¢! estd definida solo en una porcién de S, que (en general) no es abierto de R3.

Asi que, en principio, no tiene sentido que ¢! sea diferenciable.

Idea: “Ampliar” la superficie a un abierto donde si tenga sentido la diferenciabilidad.
Construccion: Como d¢ es inyectivo en ¢, alguna de las coordenadas de ¢, X ¢, es
distinto de cero en ¢. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la tercera componente

no es cero. Por la continuidad de las derivadas parciales, existe una vecindad u de ¢
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e P
A LA i i clolerto

VAN
'\ P
VS RY o 3
T de IR
\\ . .-
\ \
\ \
-\
\‘/’ ¥
K
\ A

en la cual sucede esto. Sea v = ¢(u), entonces ¢ : u — v es biyectiva con inverso

¢~' 1 v — u la funcién original ¢ se extiende a una funcién 7 : u x R — R? como sigue:

n(u,v,t) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v) + t)

donde z, v, z son componentes de ¢
¢(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v) + 1)

Se nota que 7 extiende ¢ porque ¢(u,v) = n(u,v,0).

Z,?n es diferenciablez,?

dx Oy O(z+t)

ox

9z Oy
det(dn) = det < ﬁ % ) = tercera componente de ¢, X ¢, # 0
ov  Ov

Asi que n si es diferenciable, porque ¢ lo es. Pero ademas dn es invertible en u x R.

Por lo tanto (Teorema de la funcién inversa), existe la funcién inversa ™ : w — ux R
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(donde w es el recorrido de i) y ademds 1! es diferenciable.

Ahora sea 7 : R?* — R? la proyeccién 7(z,y, 2) = (z,7), que evidentemente es diferen-
ciable. Finalmente se observa que ¢! es la restriccién a v de la compuesta 70 : w — wu.
Porque (7 Y)¢(r) = 7n~tn(r) = n(r) = r para cada r € u. Como la inversa es tinica,
en efecto =1 = ¢~1. Pero ! es diferenciable (porque n~! y 7 lo son) y estd definido
en un abierto de R3.

Teorema 3. La funcion inversa de una carta es la restriccion (a la superficie) de una
funcién diferenciable definida en un abierto de R3

Afirmacidén 3. Cada carta puede verse como una funcion diferenciable (en el sentido
de la geometria diferencial).

- 5

JExVe

(0% ¢-1 (b
) Qo

D =D x {0} CR*={(z,9,0) : (v,y) € D}

o

5('”7 U, O) = ¢(uv U)
a(u,v) = (u,v,0) asi que ¢ = o

v'. « es carta (es el plano).

V. ¢~ 'ga es diferenciable. Porque ¢ = ¢, luego ¢~ 'gpa = ¢~'¢ = i que es diferencia-
ble.

Afirmacién 4. Cada carta es un difeomorfismo (G.D.)
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g T
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Porque la inversa es restriccion de una funcion diferenciable en el sentido usual.

matt
E ™

Segundo problema:

L?Si 1 F¢ es diferenciable, entonces 1* "1 F¢* es diferenciable[}?

ﬁ* — 1/1*_1F¢*
= T gt
_ w*_lwp¢_l¢*
(Porque F = 1~ 'F¢ luego F = ¢)F'¢~1). Ahora F es diferenciable por hipétesis, 1, ¢*

son diferenciables por ser cartas; y ¢¥* 71, ¢! son restricciones de funciones diferencia-

bles (definidas en abiertos) luego, F* es diferenciable.

Teorema 4. El cardcter diferenciable (G.D.) de una funcion entre superficies no de-

pende de las cartas elegidas.

Con la notacion del diagrama:
Si )" F¢ es diferenciable (u), entonces ¢* "' Fi¢* también es diferenciable (u).

Afirmacién 5. Sean ¢, cartas de una misma superficie. La funcion ¢='¢ (donde

estd definida) es un difeomorfismo.

Sea w = ¢(D)NY(E), y sean u = ¢ *(w) y v = ¥ (w), entonces 1)1 ¢ estd definida en
u (y ¢l en v). Es claro que ¢~1¢, ¢~ son inversas la una de la otra.

Ademds son diferenciables: ¢ porque es carta; 1) ~! es restriccién de una diferenciable
(teorema) luego ¥ ~'¢ es restriccién de una diferenciable. pero al estar definida en un

abierto, es diferenciable.
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o
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Lo mismo para ¢~ 1.

Esta ultima afirmacion indica cémo es posible definir superficies S sin estructura previa
de R3:

Definicién 6 (Abstracta de superficie). Una superficie es un conjunto S con una
familia de funciones inyectivas ¢; : D; — S que la cubren, donde D; es un dominio

abierto conexo de R? | y ademés gbj_lgbi es un difeomorfismo (si esta definido).

2.2. Plano tangente

(}?Cuél es la derivadaé)?

La mejor transformacion lineal que aproxima F'.

(}?Entre cuales espacios Vectorialesz}?
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2.2.1. Vectores tangentes

Una curva (diferenciable) es una fun-
cién a : I — R3 donde I es un intervalo
y\ abierto de R, « es diferenciable (existe
la derivada I — R?) y regular (el vector
)

p R derivada o’ no se anula en I).

¢
N \

AN
7/

Ejemplo 5. a(t) = (cost,sint,t); Hélice

Superficie
Una curvaen S esunacurvaa : [ — S.
I
OQ'(O) Un vector tangente a S es un vector

tangente a alguna curva en S. Con més

precisiéon:

Definicién 7. El vector v € R? es tan-
. gente a S en el punto p € S si existe una
curva a : (=&, §) — S tal que v = /(0)

_g%_% y p=a(0).

Definicién 8. El plano tangente a la Tpld)

superficie S en el punto p es el conjunto /_\ >
de todos los vértices tangentes a S en Z S
p. Se denota T,(.5).

C?Es plano el plano tangentez,?

Sea ¢ una carta de S en el punto p, y sea ¢ = ¢ (p). Sea u € R?, sea a : (—£,&) — S

definida como «a(t) = ¢(q+tu), se nota que a(0) = ¢(q) = p. a es una curva, y ademas
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a/(0) = dog,(u) (regla de la cadena), luego do,(u) es un vector tangente: En particular:

d¢£](17 0) = ¢u
d¢£](07 1) = ¢v

las dos derivadas parciales son vectores tangentes. Como conclusién parcial, de,(R?) C
T,

p
plano.

(). Puesto que ¢ es carta, d¢, es inyectiva y por lo tanto su imagen dg,(R?) es un

C?Y al revésé}?

vETH(S)

o

4 .

e

Seay = ¢ '3 (=£,€) — D, entonces 7y es una carta en R? porque ¢~ es la restriccién
de una funcién diferenciable, con y(0) = ¢~'3(0) = ¢~ (p) = q. Ahora 3 = ¢, luego

v=F(0) = do,(v(0)) € dey(R?)

Teorema 5. para cualquier carta ¢ que cubra a p, se tiene T,(S) = dp,(R?) es decir,

el plano tangente a S en p es exactamente el recorrido de la derivada d¢,.
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Consecuencias:

o. Como d¢, es inyectiva, el recorrido
dp,(R?) tiene dimensién 2, es decir, T,(S)

es un plano.

o. Como d¢, es inyectiva, traslada bases. En

particular es base de T,(S5):

40,01 = 57 =,
46,(1,0) = 22 = g, D

Es decir, los vectores ¢,, ¢, constituyen

una base para el plano tangente 7),(5). i

o. El producto cruz ¢, X ¢, es un vector nor-
mal a 7,(5).

Ejemplos 6.

M. Hallar el plano tangente al cilindro 22 + 3% = 25

en el punto (3,4, 1). |
Carta: ¢(u,v) = (5cosu, 5sinu, v) /

cosa =

¢g=¢13,41)=(a,1) =

[SUTENS I

sina =

¢, = (=bsinu, 5cosu, 0)
¢v = (Oa 07 1)

El vector normal en p es n = (3,4,0) luego la ecuacion (cartesiana) de T,(S) es

3r + 4y =9+ 16 + 0, entonces 3z + 4y = 25.

Gy X ¢y = (5 cosu, Hsinu,0) <
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4. El plano tangente a un plano es el mismo plano.

M. Hallar el plano tangente a la esfera S? en el punto

L1
(75 75 )
Carta: ¢(u,v) = (u,v,vV1 —u? —v?)

L)_(LL
3V3' V3 VBB

U v ¢u (10_ 2 2)
¢>u><¢v=(\/1_u2_v2,\/1_u2_v2,1)e Vizut
by = (0,1,—m)

1/V3 1/v3 1)
1/V/37 1/V/3°
de T,(S)esx+y+2z= %, entonces = +y + z = /3.

El vector normal en pesn = ( (1,1,1) luego la ecuacion (cartesiana)

2.3. Funciones diferenciables entre superficies

s =L ~_|
/ﬂ, _F ‘“‘ V. F es diferenciable (def) si F' lo es.
. =
@

v'. No depende de ¢, 1.
| \‘ \P
v ! v'. Planos tangentes (esp. vectorial).

v'. Construccion de la derivada.

L?Cémo pasar de T,(S) a T, (T)()?
Z}?Dado veT,(S),dF(v) =

Por definicién, v = ¢(0) donde ¢ : (=£,&) — S es

una curva en S con ¢(0) = p.
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Componiendo con la funcién F'| aparece una curva Fec : (=&£,£) — T con Fe(0) =
F(c(0)) = F(p), para el punto F(p). La funcién Fc¢ también es diferenciable (usual),

luego tiene vector tangente w = (F'c)'(0).

Definicién 9. Sea F': S — T una funcién diferenciable (G.D.) entre superficies y sea
p € S Se define la funcién dF), : T,,(S) — Tr) (1) mediante la correspondencia v — w
asi, dado v € T,,(5), sea v = ¢(0) con ¢(0) = p, entonces w = (F'¢)'(0).

(}?Esta funcion dF, es 1inea12}?

El camino: Directo, parece dificil. Otro camino: usar las bases, es decir las cartas.

Sean ¢, 1) cartas, una para S en el punto p y la otra para T en el punto F(p) respecti-
vamente, de manera que F = 1)~ F'¢ es diferenciable. Ahora se define v = ¢~'¢, que es
una curva en R? tal que ¢ = ¢y (obvio: ¢y = ¢(¢~1c) = (¢~ 1)c = ¢). Sea 7/(0) € R?,
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entonces se nota que

v =c'(0) = (¢7)'(0)
= dg,(7'(0))

= [ ”[Z]
= 4w+ b

Pero ¢, ¢, son una base de T,(S), luego (a,b) son las componentes del vector v en la
base dada por ¢.

L?Cuéles son las coordenadas/componentes de w en la base dada por v é,?

Se nota que Fe = ¢ F v (y esto, de paso, garantiza que F'c es diferenciable.)

3 F
VEy =y Fo)y ’
= (V") Féry ¢ "
= Fory M F N
= fe Fe=VF#
Luego: w = (F¢)'(0)
= (VF)'(0)
= dipdF~'(0)
Js Os
=l ow || % 2 ) ( ) )
] (58
B as,, + bs,
B [ws v } at, + bt,

= (as, + bs,) s + (at, + bt,),

las coordenadas de w = dF,(v) en la base por ¢ son (as, + bs,, at, + bt,)
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Presentacién:

v—w
a Sy Su a
H
b ty 1o b
¢ ()
En la base ¢ En la base ¢
) Su  Su . . . .
Como la matriz ( ) es fija, la asignaciéon v — w es lineal.

Teorema 6. La funcion dF, definida antes es una transformacion lineal. La matriz
de esta transformacion lineal en las bases dadas por cartas ¢, 1 respectivamente, es la

matriz de la derivada de
F=v¢"'F¢

Definicién 10. dF, es la derivada (diferencial) de F' en p.

En superficies se ha logrado recuperar que la derivada es una transformacion lineal
(entre los planos tangentes) que aproxima la funcién (pues la funcién traslada los

vectores tangentes). La matriz es la derivada (la jacobiana) de F.

Ejemplos 7.

1. S? la esfera unidad, F = Elipsoide 2—2 + ‘Z—z + i—; =1
2
S E
@ F
—
s )\v

R




2.3. Funciones diferenciables entre superficies 39

F(z,y,z) = (azx.by,cz) y ¢, ¥ cartas esféricas:

o(u,v) = (cosu cos v, sinu cos v, sinv)

Y(u,v) = (acosucosv,bsinucosv, csinwv)

con estas cartas F'¢ = 1, luego F=y'F¢= 1~11) =idéntica, entonces:

10
01

2. Rotacién en el Toro. F' es la rotacion de un dngulo alrededor del eje z “vertical”.

F(u,v) = (u,v) JP -

d(u,v) = ((R 4 rcosv) cosu, (R + rcosv)sinu, rsinv). Ahora F' aumenta v en a:

R

F(u,v) = (u,v + «) la derivada, de nuevo, es dF, =

10
01

3. Proyeccion estereografica.

R
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F(x,y,z) = (22_—“"32, ;Ty, O). Se proponen las cartas:

z

¢(u,v) = (cosu cosv, sinu cos v, sinv)

¢(Uav) = (u>'UvO)> ¢_1($7y70) = ($7y)

En estas condiciones

F(u,v) _ (2(:osucosv QSinucosv>

1—sinv ~ 1—sinv

(}?Cuél es la derivada de F' (}7

En las bases dadas por ¢ y 1, es:

2sinu cosv 2cosu :
e e | 2 sinu cosv  cosu
2 cosu cosv 2sinu

e L 1 —sinv \ cosucosv sinu
—sinwv 1—sinwv

J.7Es invertible F§,7

__ 2sinucosv 2cosu

det |, Losinv o Lesino o — _gin? y cosv — cos® ucosv = —cosv # 0
1—sinv 1—sinv

Por —3 <wv < 3. Asf que es invertible.
Con este resultado, también son validos los resultados:
V. Regla de la cadena.
v'. Teorema de la funcién inversa.

v'. Etcétera
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2.4. Funcionales diferenciables

V. F es diferenciable (G.D.) si F lo es (usual).
v'. Esto no depende de las cartas ¢, .

v'. Su derivada/diferencial dF}, es la transformacién lineal T,,(S) — Tp@) (1) que, en

las bases dadas por ¢ v 1 tiene como matriz el jacobiano de F'.

Una generalizacién:

R
Funciones S — { R?
R3
La nocién de funcién diferenciable, entre superficies, se puede extender a funciones de

una superficie hacia R" (con n = 1,2,3). El caso R? no tiene nada nuevo, pues R? es

una superficie, (carta canonica) ¢(u,v) = (u,v,0).

NOMENCLATURA
Aqui Libro de Solanilla
Funcién - —— = - > Aplicacion
Funcional S > Funcion

Definicién 11. Una “funcional” en una superficie S es una funcion S — R.
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Ejemplos 8.
1. Sea S una superficie y O un pun- 2. Sea S una superficie y m un plano
to fijo. Para cada p € S se define fijo. Para cada p € S se define h(p)
d(p) como la “distancia” (euclidia- como la altura (euclidiana=usual)
na=usual) de p al punto O. de p sobre el plano 7.
d
Oo

Se puede suponer que m pasa por el origen si n es un vector unitario normal al plano

7, entonces h = [|p|| cos ¢ = ||n]|||p|| cos¢ = n - p asi que h(p) =n-p

Esquema:

Definicién 12. La “funcional” f : S — R es diferenciable en el punto p € S si la
funciéon compuesta f = f¢ es diferenciable (en el sentido usual), siendo ¢ una carta

que cubre a p.

Afirmacion 6. Esta nocion no depende de la carta ¢
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Demostracion. Si 1) es otra carta que cubre a p, la compuesta 1 ~1¢ es difeomorfismo
(usual). Si fv es diferenciable (usual) entonces (f1)(v"'¢) también. Pero fiyp='¢ =
fo, luego también f¢ es diferenciable.

Si n = (a,b,c), entonces

En este caso

Anélogamente se obtiene 7% =N Q. O

C?Cuél es la derivada/diferencial de una funcionalz,?

Una transformacién lineal de 7,(S) — R una funcional de 7,(S) un elemento del

espacio dual T,,(S)*
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2 b f
0

NS (@)

Dado v € T,,(S) “existe” una curva c: (=§,£) — S con ¢(0) = p y ¢(0) = v. Al vector

v € T,(S) se asigna el escalar w = df,(v) € R como sigue:

w = (fc)'(0)
Se nota que fc: R — R.

(}?La funcién df, : T,(S) — R es linealé;?

Sean ¢ : D — S una cartaen py v : (=& &) — D con ¢y = ¢ (existe) una carta. En
estos términos fc = f¢y = fv , luego

w=(£e(0) = (F/(0) = (Fu £ (O) = (Fur £) ( ) )

donde (a,b) son las coordenadas de v en la base ¢. De esta manera

v =¥
o] - ())
@

Luego la derivada df, es lineal y ademds su matriz en la case diferencial por ¢ es ( fu, fv)

Ejemplo 6. En la funcién altura h(p), la transformacion lineal dh, tiene como matriz
la base dada por ¢ la fila (n - ¢,,n - ¢,)



2.5. Campos Vectoriales 45

2.5. Campos Vectoriales

Definicién 13. Un campo vectorial en la superficie S es una funcién w : S — R?.

ATy W RB

Idea sugestiva: dibujar w(p) en el punto p tales “Campos” proviene de estudios en la
Fisica.

Terminologia:

e w es un campo “Ortogonal” si w(p) L T,(S) en cada punto p € S.
e w es un campo “tangente” si w(p) € T,(S) cada p.

Ejemplo 7. En el cilindro. 22 + y? = 1, ¢(u,v) = (cosu, sinu, v)

v

a. wi(p) =vector de p hacia el eje z. En la carta ¢, wi(p) = (— cosu, —sin v, 0)

L?De veras es Ortogonal é,?

¢y = (—sinu, cosu, 0)

o = (0,0,1)
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wi(p) - ¢y =(—cosu, —sinv,0) - (—sinwu,cosu,0) =0

wy(p) + ¢ =(— cosu, —sinv,0) - (0,0,1) =0

b. wq(p) =vector de p paralelo al eje z.

L?Es tangente (}7

wa(p) = A(p) - é»  A(p) escalar

En cualquier superficie S.
Sea n = Hj)“iz““ este es un campo vectorial orto-

n .
gonal, que a cada punto p asigna un vector normal

‘w unitario, perpendicular a S. Salvo el signo, este

vector normal es Unico.

Una superficie es orientable si existe un campo nor-

“ S mal unitario que no cambia de signo en toda la

superficie.
/,4-\\
LR '\\
S,
\\\:;7}
Orientables No orientable

Para los asustes de diferenciabilidad, es posible considerar la funciéon w como la res-

triccién a S de una funcién diferenciable © — R? definida en un abierto u 2 S.

Ejemplo 8. En el cilindro:
a. wi(p), restriccién de oy (x,y, z) = (—z, —y, 0).

b. ws(p), restriccién de as(x,y, z) = (0,0, A).
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2.6. Formas diferenciables

Definicién 14. Sea S una superficie.

#&. Una O-forma (cero-forma) es una funcional, una funcién f : S — R. Corresponden-

cia que a cada p € S asigna una transformacién lineal
[T,(9)) —= R
Se pide que sea diferenciable.

&. Una l-forma es una funcién que a cada punto p € S asigna una transformacién
lineal

a:T,9) — R

Idea: medir vectores.
Como dim(T,(S)) = 2, pues es un plano, « estd dada por una matriz 2 x 1, a =

T

Yy
todo depende del punto p, entonces x,y son funciones de u, v

. a sera diferenciable en el sentido de que las componentes z, y 1o son. Como

&. Una 2-forma es una funcién, que a cada punto p € S asigna una funcién bilineal
anti simétrica w : T,(S) x T,,(S) — R.

Bilineal: w(u,v) es lineal en cada argumento:
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w(u, vy + v2) = w(u,v1) + w(u,v2)

Lin
Linl wlus + uz,v) = wlur, v) +wluz, v) 2 {w(u, ) = \w(u,v)
w(Au, v) = dw(u,v)

Anti simétrica w(u,v) = —w(v, u)
Corolario 1. w(u,v) = —w(v,u) en R luego w(v,v0) = 0.

[ ] 1. ALGEBRA LINEAL: En general
Si dim(V') = n, las funciones bilineales V- x V' — R estdn dadas por matrices n x n.

Dada M = (mjj)nxn, se define

myr - Mg by
t
m(u,v) = umv’ = (ay,...,a,)B
Mp1 =+ Mpp bn
que evidentemente es lineal.
Al revés, dada ¢ una funcidon bilateral, sea B = {eq, ..., e,} una base, entonces m;; =

(e, e;) de la matriz My,

>. La funcion bilineal ¢ es simétrica si p(u,v) = @(v,u), si y solo si la matriz M es
simétrica (M" = M).

>. La funcion bilineal ¢ es anti simétrica si o(u,v) = —p(v,u), si y solo si la matriz

M es anti simétrica Mt = —M .

>. Cualquier bilineal es suma de una simétrica y una anti simétrica.

ol 0) = 3 (11, 0) + (0, ) + 3 (o1, ) = (0, )
M = %(M+Mt)+%(M— M*)

Vv Vv
simetrica antisimetrica
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Retomando 2-forma: Como dim(7,(S)) = 2, w esta dado por una matriz 2 X 2 anti

(00

w seré diferenciable, en el sentido de que la componente x lo es (es funcién de u y v).

simétrica.

2.6.1. Dos métodos de construccion

Producto Exterior

Si Bk v ¥ son formas, su producto exterior se denota 3 A i1 v se define por casos asi:

o. Si f es O-forma y a es 1-forma, f A a es la 1-forma definida como (f A a)(v) =

f(p) - a(v).

o. Si f es O-forma y w es 2-forma, f A w es la 2-forma definida como (f A w)(u,v) =

f(p> ' w(u7 U)'
o. Si a, 3 son 1-forma, a A [ es la 2-forma definida como
(a A B)(u,v) = a(u)B(v) — afv)B(u)

(Recuerde que a(u), f(v) son nimeros reales)
Es bilineal y anti simétrica (a A 8)(u,v) = —(8 A a)(u,v).

Ejemplo 9. T,(S) es R? (por ejemplo si S es el plano) dr es la proyeccién en x:

dr(z,y) = z, dv : R*> — R entonces dz es una l-forma. dy es la proyeccién en y:

dy(z,y) =y

iTQuées duendy |7

(dx A dy)(u,v) = de(u)dy(v) — dz(v)dy(u)

= U1V — VU2



2.6. Formas diferenciables 50

‘ \)‘: (\)—1 )\E—Q:)_ -7

/

En R®: wu= (u1,us,0)
v = (v, v2,0)
uxv=10,0,uve — vyus)
Ju x vf| = [urve — viugl

Area del paralelogramo dado por uy v = ||ul|||v]|| sin 6]

Derivada Exterior

En general, si d es una k-forma, entonces su derivada exterior d°« es (k + 1) forma. f

es O-forma ... d°f es 1-forma. a es 1-forma ... d°«a es 2-forma.

o. Si f es O-forma (funcién diferenciable S — R), d°f es lo diferencial df : a cada punto

p asigna la transformacion lineal df, : T,(5) — S.

©. La derivada exterior d°f de una 1-forma « es la parte anti simétrica de la diferencial
da.

Sentido:

P —“ (T,(S) =% R)

Dada una carta ¢ que cubre a p, x,y son funciones diferenciable de u y v. En cierto

modo, a es funcién de dos variables y dos valores:

a=(u,v) = #(u,v) Entonces da = | "%
y(u,v) Ly Yo

En general, la parte anti simétrica de M es %(M — M?"). Asi que da estd dada por:

1 LTy Yu Ty Ty o 1 0 Yu — Ty
2 Ly Yo Yu Yov B 2 Ty — Yu 0



2.6. Formas diferenciables 51

(En la base dada por «)
Z,?Qué sucede con f — d°f — d°d°f d,?

Sidef = ( j;" ) entonces d°d°f esta dada por

1<~ O~ fvu_fuv>:1<00>:02x2
2 fuv_fvu 0 2 0 0

Porque fvu = fuv (al ser diferenciable en el sentido usual).
Afirmacion 7. Para cualquier O0-forma f se tiene d°d°f = 0.

En el plano. dx =proyeccion en z y dy =proyeccion en y, donde dx, dy son 1-formas.

Sea « cualquier 1-forma

a(v) = a(vr, v2) = a(v1,0) + (0, v2)
= v1a(1,0) + vea(0, 1)
= fu1 + gvo
= fdz(vi,v2) + gdy(v1, v2)
= (fdx + gdy)(vi,v2)

Ast a = fdx + gdy. En este caso, toda 1-forma « tiene la forma o = fdx + gdy con
f, g O-formas.
Sea w cualquier 2-formas.

w(u,v) = w((u, uz), (v1,02))

= w(u1(1,0) + u(0,1),v)
0),v) + uw((0, 1), v)

= ww((1,0),v1(1,0) + v2(0, 1)) + usw((0, 1), v1(1,0) 4+ v2(0, 1))

= uyv1w((1,0), (1,0)) + uyvow((1,0), (0,1)) + ugv1w((0, 1), (1,0)) + ugvaw((0, 1), (0, 1))

= wvpw((1,0),(0,1)) — viupw((1,0), (0, 1))

= h(ujve — vyuy)

= hdx A dy(u,v)

= wyw((1,
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Asi w = hdx A dy. En este caso, toda 2-forma tiene la forma w = hdx A dy con h

O-forma.

2.7. Calculo Integral en superficies

Motivacién: Dos tipos de integrales (como en R?) linea y dobles.

Caminos y regiones en S: Un camino es un segmento de curva: si ¢ : (r,s) — S es
una curva (diferenciable, inyectiva, etc.) entonces la imagen c|a, b se denomina camino
donde [a,b] C (r, s).

3
a b

Una regién simple R es la imagen por una carta ¢ de un conjunto P cerrado acotado,
conexo cuyo borde 9P es una curva cerrada simple regular a trazos. (En pocas palabras:
P es integrable en R?)

oo--d / scotudo

,,/ " il / conexo
‘ 7 e V Yorde 3P curva cenvidy

' J siple veqplar o Trozos

D /CCWMO} compgcTo
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Motivacién: Integrables

1-formas

Linea —— Caminos

Dobles —— Regiones 2-formas

Definicién 15. La integral de linea de una 1-forma « definida en S a lo largo de un

/Ca _ /aba(c’(t))dt e R (2.1)

Nota 4. En realidad es ac@) (C'(t)) donde, como se recuerda, acg) : Tew(S) — R.

camino C' = ca, b] es

Definicién 16. La integral de superficie de una 2-forma w definida en S sobre una

| [o=] [wtenpiiuiver (2.2)

5 ' _[P(u,\r)( 5)

L N N

region R = ¢(p) es

P

(wV)
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C?El valor de la integral depende de las cartas / curvas C7

dt

Supoéngase que también C' = kle, f] para alguna otra funcién adecuada k por definicién:
ds

/ef a(k(s))ds = /aba(C’(t))
- i/aba(c'(t))%ds

ds

—+ / ba(C’(t))dt

Asi, la integral por k es fc a o bien — fc a y el cambio de variable afecta a lo mas el
signo.

Supéngase que también R = () para una carta ¢ y una regién adecuada . Por

definiciéon y cambio de variable:
O(u, v)

[ [ etmitey= [ [ ot |50
[ [ el dude
-

De nuevo, la integral por ¢ es o bien [ [,w o bien — [ [,w y el cambio de variable

dxdy

afecta a lo mas un signo.

Motivacidén: El teorema fundamental del cdlculo. Relacién general entre derivadas e
integrales.

e. Basico: [,dF = [, F
/ f(t)ydt = F(b) — F(a)

F' es anti derivada de f
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[ Foa=ro - Fo
/a " Ftdt = FJol

/1 F' = F/ol

/I dF = F/oI

e. Dos variables: Teorema de Green

// <8—Q—8—P) dady = de+Qdy
// <6—Q—8—5 d:vdy:/aRPd:)H—Qdy

[ara - o

e. Tres variables: Teorema de ______

Jar=[
S as

Todos son representaciones de un mismo fenémeno:

La integral sobre una  ES La integral sobre

region de una diferencial = el borde de la funcién

Teorema 7. TEOREMA DE STOKES| En dos versiones]

1. Sea F' una 0-forma. si c = C[A, B] es un camino entonces

b

A#:ﬂam

a
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2.

Demo

Sea o 1-forma. Si R = p(P) es una region entonces

[ o= L

/ of = / dF (C'(1))dt
- / (fO) (t)dt
= fle(®)}

stracion.

Luego

2.8.

1.

//Rdo‘://Pda(%,%)dudv

= [ [ |5uaten - graten)| duts

- /a (alp)dut alp)do)

- /ba(C’(t))dt

:/a
OR

Ejercicios

Sea S el toro con radio mayor R = 2 y radio menor » = 1. Encuentre el plano
5v2 5v2 V3

tangente a S en el punto (T= i3 )

. Sea Sy = {(z,y,2) € R* : (z,y) € D,z = f(x,y) } la superficie de Monge

asociada a una funcién diferenciable f : D C R? — R. Encuentre el plano

tangente a la superficie para un punto arbitrario (a,b) € D.

Sea Sy = {(x,y,2) € R® : f(x,y,2) = d} la superficie de nivel asociada a un
valor regular d de la funcién diferenciable f : D C R® — R. Encuentre el plano

tangente a la superficie en un punto arbitrario (a,b,c) € Sy.
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4. Sea S = S? — {n, s} la esfera unitaria centrada en el origen de R? a la cual se le
han removido los polos norte n = (0,0, 1) y sur s = (0,0, —1); por otro lado, sea
C' el cilindro circular recto levantado sobre la circunferencia unitaria del plano xy

centrada en el mismo origen, de tal suerte que S N C' es el ecuador de la esfera.
a) Dibuje la situacién.

b) Defina F': S — C diciendo que F(p), p € S, es el punto donde la semirrecta

ortogonal al eje z que pasa por p corta al cilindro C.

c) Encuentre la forma matricial de la derivada dF,, p € S, cuando se usa una

carta esférica para S y una cilindrica para C.

5. Sea S una superficie en R?, sea O un punto del espacio que no estd en S y sea
d: S — R ala funcién que asigna a cada p € S la distancia euclidiana (recta)

de O a p. Muestre que la funcién d? es diferenciable.



CAPITULO 3

Geometria en superficies

3.1. Primera forma fundamental

Definicién 17. S es una superficie. La Primera Forma Fundamental P.F.F. es la
correspondencia que a cada punto p € S asigna una forma bilineal simétrica definida

positiva, a saber, la restriccién a T,(s) del producto escalar usual de R®. Se denota:
(o ) Tp(S) = R
Dados u,v € T,(S) x T,(95), (u,v), € R.

En general, un producto de estas caracteristicas en un espacio vectorial de dimension

n estd dado por una matriz n X n (simétrica y definida positiva).
air 0 Qin U1
w-v=(ug,...,up)
Qpy - Qpp Un,
Si es el producto usual en R™ y se usa la base usual, la matriz es la idéntica y
UV = UV + UV — UpUy

L?Cuél es la matriz de la PF'F en la base dada por una carta ()7
Sean u,v € T),(S). Entonces existen escalares a, b, ¢, d tales que

v = (CL, b)go = apy + b,
w = (c,d), = cp, + dp,
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S TP(S)
Q/M.

<U> w)p = <a90u + b%% CPy, + d§0v>
= ac(Qy, Pu) + ad(pu, ) + bc{py, ©u) + bd(py, ©u)

= (a <90ua90u> <90ua9011> C
(el [ (b0 u)  {Pvr o) ] (d )w

La P.F.F. | estda dada, en la base de ¢, completamente por las tres escalares

F = <90u7 901)) = <90v7 (pu>
G= <§0va 9011)

Que se designan por las letras F, F'; G y se denominan coeficientes métricos (gaussia-
nos) de la superficie.

Nota 5. "X, En realidad, E, F', G son funciones y son diferenciables de u y v.

4. Asi, la matriz de la primera forma fundamentales en la base dada por ¢ es

E F
F G

Ejemplos 9.

#&. El plano: (s, t) = sa + t5, donde sus derivadas parciales son: ps = ay ¢ = 3

entonces sus coeficientes métricos son

E=a-a, F=a-8,G=3-0
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#&. La esfera: ¢(u,v) = (cosucosu, cosusinv, sinu), donde sus derivadas parciales son:

h, = (—cosusinv, cosu cos v, 0),

1, = (—sinwu cosv, — sin usin v, cos u)

Ahora bien sus coeficientes gaussianos son:

E:¢uwu G:wv'wv

= sin? u cos® v + sin® usin® v + cos® u 9 . .9 9 9
= cos” u sIin” v + cos” u cos” v

=sin®u+ cos®u =1 9
= cos” u

F = % ' 1/11)
= sin u cos 1 Sin v cos v — Sin u cos u Sin v cos v
=0
La primera forma fundamental P.F.F. en la esfera con esta base tiene como matriz

1 0

0 cosu

#&. Fl cilindro: ¢(u,v) = (cosu,sinu, v) y sus derivadas parciales son:
¢u = (—sinu,cosu,0), ¢, =(0,0,1)

Por tanto, sus coeficientes gaussianos estan dados por:

E:¢u'¢u:Sin2u+COS2U:1, F:¢u¢v20,
G = ¢U : ¢v =
La matriz de la primera forma fundamental P.F.F. es

10
01

Nota 6. Para esta carta la P.F.F. es el producto escalar usual.

{(a,b), (c,d))s = ac + bd
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#&. Carta de Monge: ¥(u,v) = (u,v, f(u,v)) calculando sus derivadas parciales obte-

nemos
y = (1707fU)7 Yy = (07 1va>

y sus coeficientes métricos son:
E:wuwu: 1+(fu)2a F:¢u'wv:fufva G:wv'wv:1+(fv)2

&. El toro: ¢(u,v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+ rcosu)sinv, rsinu), las derivadas par-

ciales son:

¢u = (—rsinucosv, —rsinusinv, rcosu), ¢, = (—(R+ rcosu)sinv, (R + rcosu)cosv,0)
Los coeficientes métricos:

E = ¢, - ¢, = sinusinv cos vr?(sin® u cos® u + sin® usin® v + cos® u) = r
F=¢, ¢,=r(R+rcosu)(sinusinvcosv — sinusinvcosv + 0) = 0

G = ¢, ¢y = (R+rcosu)’(sin® v + cos®v) = (R + rcos u)?

La P.F.F. del toro, en esta base, tiene matriz

r? 0
0 (R+rcosu)?

Para cualquier vector tangente v € T,(S), ||v||, denota su norma para la P.F.F., es

decir ||v]|, = \/(v,v),. En particular, entonces |@ull, = VE v [|0oll, = VG

3.2. Angulo, longitud de arco y area

El Angulo entre dos vectores v, w € T,(S) estd definido por

u v
0= arccos<—,—>
[ull,  lvll,/,

Esto permite definir el angulo entre dos curvas como el angulo entre vectores tangentes
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en el punto de interseccion.

Ejemplo 10. En la esfera, meridianos

y paralelos siempre son ortogonales.

Para medir distancias sobre la superficie, se usan
caminos que unan los puntos considerados. Si C' :
la,b] — S es una curva rectificable entonces se

S define la funcion Longitud de Arco como:

1) = [ le')las
—

| b Se nota que C'(S) € T,.(S) para algin r € S.

Sea R C S una region de la superficie tal que
para cierta carta ¢, el conjunto ¢ '(R) = p
es integrable. El Area de R es:

AR = [ [lleux pulduto
p

P

D’ -=~
) Q«,LP:&{J’(P\)

Esto se justicia porque en general la norma del proa_déto cruz de dos vectores es igual

al drea del paralelogramo que ellos determinan en el espacio.
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Por la identidad de lagrange,

o x wl* = [Jo]*[lw]]* = (u, w)?
o x w* + (u, w)* = [|v]]*|w]|* cos® § + ||v]|*||w]|* sin®
Se tiene
lew X wull® = lleull*lleull” = (Pus pu)?
= EG—F?

Luego el area es:

://\/EG—deudv
P

Ejemplos 10.

&. Plano
://Ha x 3 dudv
= |l x /3||//dudv
= [la x B]|A(p)
&. Esfera

= / / vV cos? ududv
p

= / / cos ududv
P
2m  pw/2
= / / cos ududv
0 —7/2

=27 / cos ududv
—7/2

=27 sinu|7i/7r2/2 =2r[l — (—-1)] =4r
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&. Cilindro
A(R) = //\/ EG — F?dudv
P

://dudv
p
h 27
:// dudv
o Jo

= 21h

Area de un cilindro de radio 1 y altura h.

3.3. Funcion de Gauss

Definicién 18. S es una superficie. Una funciéon de Gauss es una campo vectorial
normal unitario N : u C S — S?, u abierto en S, diferenciable en v (en el sentido de

la geometria diferencial). S? denota la esfera unitaria en R*. Dos presentaciones:

:
o)

Aqui “normal unitario” significa que para cada p € S, N(p) es ortogonal al plano
tangente 7,(5) y que ||[N(p)|| = 1.

Por lo menos hay dos conocidas: Dada una carta ¢, los vectores tangentes ¢, @,
constituyen una base del plano 7},(5), luego ¢, X ¢, es normal al plano luego sirve

como funciones normales:

_ _PuXPu — _ _PuXPuy
N(p) = llouxull? N(p) = lpuxeoll”?

En adelante, la primera se llamard ”1a” funcién de gauss.
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Ejemplos 11.

$. Plano (s, t) = sa+ t3, los vectores tangentes s = a'y ¢y = 3
ax

N = 1A

La aplicacion de Gauss del plano, es constante.
. Cilindro ¢(u,v) = (rcosu,rsinu,v), los vectores tangentes son:
¢y = (—rsinu,rcosu,0), ¢, =(0,0,1)
Gy X ¢y = (rcosu,rsinu,0), |[d, X ¢p|| =7
N(p) = (cosu,sinwu,0)

. Esfera ¢(u,v) = (rcosucosu,rcosusinv,rsinu), donde sus vectores tangentes

SOI:

Y, = (—rcosusinv, r cosucosv,0),

1y = (—rsinwucosv, —rsinusin v, cos u)

Yy X b, = r* cos v(cos u cos v, sin u sin v, sin v)
[t x Whu]| = 1 cosw
1
N(p) = (cosucosv,sinusinv,sinv) = —p
,

Donde si » =1, N es la funcién idéntica.

3.4. Operador de horma

”]a” funcion de Gauss es diferenciable.

Definicién 19. El operador de horma de la superficie S es la derivada o diferencial

dN, : T,(S) = T (S?)
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El plano tangente 7,(S), por definicién, es normal al vector N(p). Por otro lado, en
una esfera todo plano tangente es perpendicular al vector de posicién (radio) del punto
de tangencia. (Esto se nota en el tercer ejemplo, N(p) = 1p) En particular, el plano
tangente Ty, (S) es perpendicular a N(p). Por lo tanto los planos T,(S) y T (S?)
son paralelos y se pueden identificar. Y asi, el operador de horma es una transformacion
de T,,(S) en si mismo,

AN, : T,(S) — T,,(5)

Observacion: dN,, es simétrico.

[ ] 2. ALGEBRA LINFEAL:

O. T lineal T : v x v — R es simétrica si T(u,v) =T (v,u).
O. T lineal T : v — v, v con producto interno, es simétrica si (T (u),v) = (u,T(v)).
En ese caso, la forma cuadrdtica asociada a T estd definida como v — (T(u),v)

Notacidén: Si ¢ es una carta, identificando N con NN, la funcién de Gauss es funcién

de las variables u, v y entonces

N, = £Z(N,), N,=Z(N,)

En estos términos, N, = dN,(p,), N, = dN,(p,) son exactamente las imdgenes por

el operador de horma de los vectores bésicos ¢y, ¢,. Basta considerar la curva C(t) =
©o(ug+ty,v) donde (ug, vo) = ¢ = ¢ 1 (p), luego C(0) = py C"(0) = v, (q)-1+p,(q)-0 =
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vy Luego, por definicién,

dNy(pu) = —(No)

V. (N, @y) = (Ny, pu) (Cierta simetria)

N es normal al plano, luego (N, ¢,) = 0 entonces derivando respecto a v,

(Ny, 0u) + (N, Qup) =0

Y (N, ,) = 0 entonces derivando respecto a u,
(Nus o) + (N, opu) =0

Pero i, = @pu luego (Ny, @) = (Ny, @u).

V. (dNp(w), v) = (w, dN,(v))
Sea w = ap, + by,, v = cp, + dp, entonces

(dNy(w),v) = (adNp(pu) + bdN,(v), cpu + dipy)
= (aN, + bN,, cp, + dpy)
= ac(Ny, ou) + (ad + bc)(Ny, @) + bd{Ny, ©,)
Y por otro lado
(w, dNp(v)) = (apy + bpy, cN, + dN,)
= ac{@u, Nu) + (be + ad){pu, Ny) + bd{py, Ny)

Afirmacion 8. FEl operador de horma es simétrico respecto a la P.F.F. Fsto es, para

cada v,w € T,(S) se tiene:
(dNy(w),v) = (w, dNy(v))

como tal, tiene asociada una forma cuadrdtica.
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Definicién 20. La segunda forma fundamental SF'F' de la superficie asigna a cada

punto p € S la forma cuadratica, asociada al operador de horma, esto es

T,(5) = R
v — (dN,(w), v)

Calculos: Si v = ap, + by, para cierta carta .

(ANp(apy + bpy), apy + bpy) = (aNy + DN, apy + boy)
= a2<Nu> ©Ou) + 2ab( Ny, p,) + b2<Nva )

= a’e + 2abf + b*g
Los coeficientes de la SF'F son
€= <Nu>()0u> = _<Na Souu>
f = <Nu790v> = _<N7 901”1)
f = <N0790u> = _<N7 4Pvu>
g = <Nv>()0v> = _<Na Sovv>

Puu
/
Pu
/ N
@ Puv
N /
Pu
N
Pov

3.5. Curvatura

Medir la “forma” de S es medir la ma-
nera en que ella se “curva’.
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PuXPy
[luX o]l

v'. Funcién de Gauss = normal unitaria = N(p) =
V. Esta funcién S — S? (esfera) es diferenciable.
v'. Se puede considerar dN,, : T,,(S) — T,(95).

: ?

(}?Cémo “medir” dN,, si es una T. lineal j !

Como su recorrido es el mismo dominio, la matriz de dN, es cuadrada (2 x 2) luego

puede “medirse” de varias maneras. jPor todo esto!.

Definicién 21. Sea S una superficie. La curvatura gaussiana de S en p € S, K =
det(dN,) y la curvatura media de S en p es H = straza(dN,)

Si existiera una base {eq,e2} de T,(5) tal que la matriz de dN, en esa base es

ki 0
0 ke

entonces
Curvatura Gaussiana K = kik
Curvatura media H = (ki + k2)

[ ] 3. ALGEBRA LINEAL: Valores y vectores propios

Sea T una transformacion lineal de un espacio vectorial en si mismo, es decir, T :'V —
V. Un wvector propio de T' (si existe), es un vector tal que T(V) = v para un escalar
A. En ese caso \ se denomina valor propio y v vector propio.

“Para un wvalor propio X fijo, el conjunto de todos los vectores propios juntos con 0

constituyen un subespacio vectorial.”
Prueba: o. T'(0) = X0 0 € E,.

o. v, w € F) entonces

T+ w)="T()+T(w)
= v+ Aw
= ANv 4 w) Luego v+ w € E)
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eo. v € F\ y a es un escalar

T(aw) = aT(v)
= a(\v)
= A av) Luego av € E)

Traduccion: X es valor propio de T' si y solo si existe v # 0 con T(v) = lv.
Si y solo si existe v # 0 con T'(v) = A (v).
Si y solo si eziste v # 0 con (T — X )(v) = 0.

A es valor propio si y solo siT'— A\ no es inyectiva propio de T.

StV es un espacio de dimension finita si y solo si T — Al no es biyectiva.
Si y solo si det(T — N) = 0. Esto es:

En dimension finita. \ es valor propio si y solo st det(T —\[) =0 de T.
Y det(T — M) es un polinomio en A, cuyo grado es exactamente la dimension del
espacio.

“Matrices:” El polinomio caracteristico de una matriz cuadrada A es

P.(x) = det(A — xI)
En dimension finita. A\ es valor propio si y solo si \ es raiz del P. de (una
matriz de) T.

Ejemplos 12.

1. Sea T : R? — R? definida por
T(z,y) = (z+y,x+y)

L?Tiene valores y vectores propios C7

Base canénica:
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Su matriz es

Polinomio caracteristico:

P(z) = det(A — zI)

=(1-a2)?—-1=1-2v+2>-1=2-22
P(x) =z(x —2)
Sus raices son 0 y 2. La transformacion lineal tiene dos valores propios, a saber,
0y 2.

Vectores propios:
Encontrado el valor propio A, los vectores propios resultan de resolver el sistema

lineal

[A— Mz =0

11 11 x r+y=0
— —
11 0 0 Y Yy=—x

Solucion (x,y) = (v, —z) = z(1, —1), vector propio (1, —1).

Cuando A =0

Cuando A =2

)= ) G)0)

Solucion (s,y) = (z,z) = z(1,1), vector propio (1,1).
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T(1,—1) = (0,0) = 0(1, —1)
T(1,1) = (2,2) =2(1,1)

En efecto:

Matriz diagonal. En la base {(1,—1),(1,1)} la matriz de T" es <

Direcciones principales:

2. Sea T : R? — R? definida por T'(z,y) = (—y, 1)

L?Tiene valores y vectores propios C7

Matriz en la base candnica

Polinomio caracteristico

P(z) = det(A — zI) = det < —1x ! ) =2’ +1

—x
iNo tiene raices en R! Luego T no tiene valores propios.

3. Sea T': R? — R? definida por T'(z,y) = (z,2x + y) Matriz

(1)

Polinomio caracteristico

0 0
0 2

P(:c):det(A—:cI):det(lgx 0$>:(1—x)2

)
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La tnica raiz es 1. Vectores propios A = 1

(23)=(0) () ()

vector propio (0,1).

iNo hay base para diagonalizar!

[ ] 4. En general: Sea V un espacio (de cualquier dimension) con producto interno.

Sea T : V — V una transformacion simétrica, es decir,

(T'(u),v) = (u, T(v))

Supongase que T'(u) = Au y T'(v) = pv vectores propios de valores distintos A # p

(T'(u),v) = {u, T(v))
(Au,v) = (u, po)
Mu, v) = pfu, v)

(A = p)(u,v)

)

=0 Y como \ # u entonces

<

=0 wu,v son ortogonales

En un espacio con producto interno, los vectores propios correspondientes a valores

propios distintos de una transformacion simétrica son ortogonales.

Nota 7. En espacios con producto interno sobre los C

(au,v) = alu,v)

(u, av) = a*(u,v)

~—

Ahora supongase que T' es simétrico y T'(u) = a(u), es decir, X es valor propio.

(T'(u),u) = (u, T'(u))
(A, uy = (u, \u)
Mu, u) = Mu, u)

(A=) (u,u) =0

Ahora por el teorema fundamental del Algebm, P. tiene alguna raiz en C, por lo ante-
rior, es real; por otros detalles, los vectores propios generan el espacio; y los vectores

propios de vectores distintos son ortogonales.
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Teorema 8. Toda transformacion lineal simétrica en un espacio real de dimension
finita tiene una base ortogonal® construida por vectores propios. Por lo tanto se puede

diagonalizar.
* Ortogonales entre si y de norma 1 (unitarios.)

De nuevo a la curvatura

Ya se probd que la transformacion lineal dN, : T,(S) — T,(S), llamado operador de

horma, es simétrico respecto a la PF'F.

Corolario 2. Por lo tanto, existen dos vectores unitarios y ortogonales ey, es € T,(S)

y escalares ky, ko € R con ki < ko tal que
de(el) = klel, de(eg) = k‘geg

Son los vectores y valores propios de dN,

Los vectores €1, e5 se denominan direcciones principales;
los escalares ki, ko curvaturas principales.

Ahora se tiene:

e. La curvatura gausiana es K = det(dN,) = kiks.

ki+ko
2

e1, es indican las direcciones en las cuales méas cambia
N.

e. La curvatura media es H = traza(dN,) =

Segtn la curvatura, el punto p € S es:
—. Eliptico: si K > 0

—. Hiperbdlico: si K <0

—. Parabdlico: si K =0, dN, # 0

—. Plano:si K =0y dN, =0

3y ped
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La informacion esencial sobre S esta en la
/" Gaussiana (K) /" Determinante

Curvatura Definidas como:

. Media (H) . Semirrecta
de dN,, la variaciéon del normal unitario. Pero (jJFORTUNA!) dN,, es simétrica y por

lo tanto, diagonalizable.

ki 0
0 ko

K+ K,

] ky < ky K = kiks H 5

(de){51752} = [

(}?Cémo calcular K, H, kq, ko de manera (mds o menos) eﬁciente[)?

En general, el cdlculo directo de dN,, es muy dificil, pues

1

N=———0p,
[[pu X 0]

X Py

y aparecen cocientes, ademas se deben expresar N, y N, en términos de ¢, v ¢,. Pero

(jFORTUNA!) hay atajos. Sigue un céalculo algebraico de las curvas.

Supéngase que la matriz de dN, en la base {p,, ¢, } es

. o]

()?Eso qué significa ()?

ON
— = N, = ap, + cp,
ou
ON
— = N, = by, + dy,
v

Multiplicando PF'F por ¢,, ¢, en ordén resulta.

(*) <NU> S0u> - a(@w S0u> + C<Q0ua 901))
e=—(N,pu) =aE+cF
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(%) (N, @u)
(N, pu) + (N, Puu) =
(Nu, ou)

0
0

—(N, o)

i. f= <Nu7 ‘Pv> = a(‘Pw 90v> + C<90v7 ‘Pv>
=alF + cG

= _<N> Spvu>

2. f = _<N7 @uv) = <Nv,§0u>
=bE + dF

g= _<N> vav> = <Nv>()0v>
= b<90uu ‘Pv> + d<90v7 ‘Pv>
=bF + dG

Esto da un “sistema lineal” que se puede expresar de manera matricial asi:
E F

a b| e f
F Gl|lcdl| |fyg

Pero (jFORTUNA!), por la identidad de lagrange

FEG — F2 = <§0u> S0u><S0va @U) - <907M ¢U>2

= leull*lleull® = (@u, 0)?
= |lpu % ‘Psz >0
. F 9 S
Porque ¢y, ¢, son L.I. es decir, det G = EG — F* # 0 y esta matriz tiene
inversa: B
E F B 1 G -—-F
F G| EG-F| _-F E
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Por lo tanto, la matriz del operador horma en la base {¢y, ¢, } es:

a b| | EF o e f

cd| | F G f g
1 [ 6 —F|fe s
 EG-F*| —-F E f g
1 | eG-fF fG-gF
 EG—F%| fE—¢F gE— fF

Luego la curvatura media es:

H_a+d_eG+gE—2fF
2 2(EG-F?)
y la curvatura gaussiana (jAL FIN!) es:
K:det[a Z]:ad—bc
c
1
:m[(eG—fF)(gE—fF)—(fG—gF)(fE—GF)]
1

=BG = el FE - F?) — f/(EG — F?)]

1
Luego
eg — f*
K =ad—bc = m

Ahora: ]{71 :?, ]{32 =7

a b
Las curvaturas principales son los valores propios de dN,, es decir, de [ p ] .
c

El polinomio caracteristico es:
det(a_x b ):(a—x)(d—x)—bc
c d—=x
= (ad — be) + (—azx — dz) + 2°
=2* — (a+d)z + (ad — be)
P(z) =2 —2Hz + K
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2H + V4H? — 4K

Sus raices son: r =

2
2H + 2VH? — K
= 5 —H+VH— K

Ast ki =H—VH2—Kyhky=H+VH - K.

Ejemplos 13.

1. La esfera: p(u,v) = (rcosucosv, rsinu cosv, rsinv)

Yy = (—rsinwucosv, rcosucosv,0)
Yy = (—rcosusinv, —rsinusinv, r cosv)
©u X @y = 12 cos v(cosu cos v, sinu cos v, sin V)
lu X @l = 7% cos v
N = (cosucos v, sinu cosv,sinv)
E = 1r?cos*v
F=0 = EG—F*=FEG =r?cos’v
G =r?
Oy = (=T cosucosv, —rsinu cos v, 0)
Ouw = (rsinusinv, —r cosusinv, 0)
Yup = (=T cosu cosv, —7 sinu cos v, —rsinv)
—(N, uu) = 7 O8> v

e =
f=0=—(N,ow)
g

Luego,

rcos? v)(r?) + (r)(r? cos’v) — 0
2r4 cos? v
2r3cos?v 1

[T

2rtcos?v  r

H=-=

r
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o - f
EG — F?
(r cos? v)(r)
rtcos? v
r?cos’v 1

rtcos?v 1?2

Las curvaturas de la esfera son “constantes”

ky=H—-VvVH?-K
1 1 1 1

T r2 2y

1
T

% es la curvatura de la circunferencia de radio 7.

2. El toro: ¢(u,v) = ((R+ rcosu) cosu, (R + rcosu)sinv, rsinu)

Yu = (—rsinucosv, —rsinusin v, r cos u)
0y = (—(R+rcosu)sinv, (R + rcosu) cosv,0)
Oy Xy = —1(R + 1 cosu)(cos ucosv, cosusinv, sinu)
|pu X @ul| = (R + rcosu)

N = —(cosucos v, cos usinv, sin u)

I
I
=
S
<
N
I
I
-
+
=
Q
o
wn
£
Q
o}
wn
<
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Luego,
o —r(R +rcosu)? —r*(R +rcosu) cosu
2r2(R + 7 cos u)?
—r(R+rcosu)(R+ rcosu+ rcosu)
B 2r2(R + r cosu)?
_ —R+2rcosu
~ 2r(R+rcosu)
o 91
EG — F?
(R + rcosu cos u)
~ r2(R+7cosu)?
cos U

r(r 4+ rcosu)

Las curvaturas de la esfera son “constantes”

1
]{71 _ —
v
b — cos U
2 R+ rcosu
k=0
k<O k>0

: s v
]{7>OSI—§<U<§
P 3 — s T
k=0siu=—-5,u=73

/f<Osi%<u<377r

3. Otra vez la esfera: p(u,v) = (rcosucosv, rsinucosv,rsinv) entonces
N(u,v) = (cosucosv,sinucos v, sinv)

es decir con esta carta N = %ap. En este caso si es “viable” calcular directamente

dN. En efecto,

1 1

Nu = —Qy = —Py + OQDU
T T

1 1
Nv = Py = ngu + =Py
T T
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10
De manera que dN = ( 6 Y esta matriz ya es diagonal. Luego
1
b= =k
r
ky + k 1 1
F="1 L bk, = =
2 r r?

4. El plano: (s, t) = sa+t3, a, 8 € R? independiente
El camino mecénico:

Ps = Q, 901::5

QOSXQOt:OéX6

los X @il = [l x 3]
X
N = axp jConstante!

o x 3
E=a-a ¢is=0 =0
F:O"ﬁ stt:() .f:()
G=p3-03 o =0 g =
0, ky=0, H =0, K=0

Otro camino mecdnico: (solo en algunos casos, no lo intente en casa)

N es constante, en este caso también es viable calcular directamente d/N

Ny =0 = 0ps + 0¢;
NtIOIOQPS‘i‘OQPt

0

De manera que dN = ( 0

) y, como la matriz es diagonal,
ki =0, ko =0, H=0, K=0
iEn todas los direcciones el plano no se “curva”!

K > Eliptico
Recordando las convenciones: K =0 Plano o parabélico
K <0 Hiperbdlico
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En el toro existe todos los tres.

En la esfera siempre K > 0.

S8 8

En el plano siempre K = 0.

v'. (Existe con K < 0 siempre.? VEAMOS

U2—u

5. La silla de montar: como carta de Monge o(u,v) = (u, v, * %)

@u:(l,o,—U)
QOUZ(O,I,'U)
<Pu><%0v:(u>_v>1)7£0
lou x pull = VIT 42

1
N(u,v) = ——no—(u, —
(o) =

E=1+v*> ¢.=1(0,0,-1) e= !
F=—-uv Yuw = (0,0,0) f=0
G =1+ Yo = (0,0,1) g

1402 14u?
H— V1+u2 o2 + Vitu2 o2 +0

2(1 + u? + v?)
v? + u?
2(1 4 u? 4 v2)3/2

1
1+u2+0v?

T 14wt
1

(1+ 2+ 0?)2

v'. Se nota que en todo punto K < 0.

v'. En particular, en el origen w = 0 = v se tiene H =0y K = —1, luego

foo by = HEVH? — K
=0+.0— (1)

= =1
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Asi que k; = =1y ke = 1 (la silla de montar se

en dos direcciones)

“curva” en sentido contrario

Padl

Y por otro camino

u
(14 u?+ v2)3/2
1

N, =— (u,

e 1) +

1
(1+u2+02)l/2

(1,0,0)

= (14 0%, uv, —u)

(14 u? 4 v2)3/2

= 3201,0,—u)+ . 7(0,1,0)

1+ 02

= (1,0, —u) +

(14 u? +v2)3/?

Y de la misma manera

uv
(14 u? +v2)3/?

(0,1, v)

Ny = (1 u221+ v2)3/2 (u, —v,1) + 1+ u21+ v2)1/2 (0,~1,0)
T +u21+v2)3/2(_“”’ ~(1+ )~
= 1701,0,—u) + 3. 7(0,1,0)
_ uv (1,0, —u) - — % _(01,0)

(14 u? 4 v?)3/2

En este caso, entonces

1402

(14 u? 4 v?)3/2

(1+u2+v2)3/2

14u?

dN:[

uv
(1+u2+v2)3/2

Y, de nuevo,

1402

o uv
(1+u2+v2)3/2

T (w2 +02)3/2

1
2 (\/1+u2+v2
02 — 2

2(1 + u? 4 v2)3/2

1+ u? )
V1+u? + 02
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1+ v*)(1 4 u?) N u?v?
(1—|—U2+U2)3 (1—|—U2+U2)3
B 1

T

P

En particular en ©v = 0 = v se tiene

szll 0]
0 -1

Y los vectores principales son (1,0,0) y (0,—1,0)

Dos interpretaciones geométricas de la curvatura Gaussiana:

©. Mediante areas

Teorema 9. Sea A el drea de una region R que contiene al punto p y sea B el drea

de su imagen N(R) a través de la funcion de Gauss N. En estas condiciones,

B
]_, —_— =
1111 1 |K(p)]

donde “A — 07 significa que R se encoge alrededor del punto P.

Esta fue la definicién original de curvatura, dada por Gauss.
©. Respecto al plano tangente.

Teorema 10.

0. Si K(p) > 0, existe una vecindad de p tal que todos los puntos de S en esa

vecindad estdn a un solo lado del plano tangente T,(S).

0. Si K(p) <0, cualquier vecindad de p contiene puntos de S a cada lado del plano
tangente T,(S).
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.

.

A~

2w

La(s) segunda(s) derivada(s) de la carta (ellas aparecen en los coeficientes e, f, g)

se pueden expresar en términos de la base “natural” {y,, p,, N}

Ouu = o, + O, + BN . El tercer coeficiente, #, es facil de calcular, multiplicando

escalarmente por V:

= &O + OO + Al
—a
Pero (puu, N) = —e, asi que @, = &, + O, — eN

Los coeficientes restantes dependen de uu (por ¢,,,) v también de u (en ¢,) 6 de v

(en ¢,). Estos coeficientes se denotan con los llamados simbolos de Christoffel Ffj,

donde los subindices 77 corresponden a las segundas derivadas y el super indice k

corresponde al vector de la base. Asi tenemos:

Puv = FZUSOU + FZ’USOU - fN
v = [you + 1,00 — gN

Son los 6 simbolos de Christoffel, se nota que Ffj = F;“Z

Gran tarea: “Despejar” los 6 simbolos de Christoffel.

Primera estrategia: producto escalar por las derivadas parciales ¢, ©,.

<S0uu> Q0u> = FZu<Q0u’ SOU> + qu@m SOU> - 6<N7 SOU>

<90uu> Q0u> - EFZu + FPZu
<90uu> S0v> = Frgu + GFZu

<90uv> Q0u> - EFZU + FP’ZU
<90uv> S0v> = FFZU + GFZU
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<90vv>()0u> - Erzu)v + Frzv
<90vv> S0v> = Frgv + Grﬁv

Escribiendo de manera matricial:
<90mu ‘PU> _ F I
(Puus ) I Lo
<S0uva qu> _ F ng
<S0uva 901)> G FZ’U

F

(v, Pu) _ |
(P o) PG\ T,

e
o)

SRS RS

Segunda estrategia: Derivadas parciales de los coeficientes E, F, G.

E = (¢u, Pu)

By = (Puus Pu) + (Pus Pur) = 2{Punss Pu)

Ey = (uv, Pu) + {Pus Puv) = 2(Puv, Pu)
F' = (pu; pu)

Fu = (Puus 0v) + (©us Puv)

Fy = (@uvs @0) + (Pu, Pov)

G = <90v> S0v>
Gu - <(puv> S0v> + <90v, @vu) - 2<(puv> Q0v>
Gv = <<vaa @v) + <<Pva @vv> - 2<90vv7 9011>

De esta manera se obtiene lo siguiente:

<90uu7 <PU> = F.— %Ev

(Pury Pu) = %Ev
<S0uv> S0v> = %
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<Q0vva @u) = Fv - %Gu
<S0vva @v) = %Gv

Combinando los resultados anteriores, resulta:

re,o\ 1 G -F
re. ] EG-F| -F E
reoy 1
re, | EG-F?

re\ 1
rv, | EG-F?

Recuérdese que FG — F? = ||‘PUH2||‘PUHZ - <‘Puu ‘Pv>2 = H‘Pu X Py

carta.

G —F
- K

|? > 0 porque ¢ es una

Afirmacion 9. Los simbolos de Christoffel Ffj dependen unicamente de los coeficientes
de la primera forma fundamental E, F, G y de sus derivadas parciales E,, E,, F,, F, y
Gy, G,.

“Esto tiene significado geométrico”

Ejemplos 14.

1. La esfera: p(u,v) = (rcosucosv, rsinu cosv, rsinv)

Yy = (—rsinwucos v, rcosucosv,0)

Yy = (—rcosusinv, —rsinusin v, r cosv)

5 5 E,=0
E =r“cos’v
E, = —2r?cosvsinv = —r?sin 2v
F,=0
F=0
F,=0
G.,=0
G =r?
G,=0

EG — F? = r*cos®v
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r? 0 sec2v 0
Luego la matriz es ———— =1 Y asi
& rhcos?u [ 0 7r2cos’wv e 0 1
| sec?v 0 0
qu - 7’2 0 7” sm2v
1
r2 | rlsin2v Sm v sin v cos v
Fu - sec v 0 r sm2v
re, )
I
re, |\ o
Para la esfera, ', = sinvcosv y ', = —32% mientras 'Y, = 0 en los demés

casos.
2. El cilindro: ¢(u,v) = (rcosu, rsinu, v)

Yu = (—rsinu, rcosu,0)

v, = (0,0,1)
E,=0
E=1?
E, =
F,=0
F=0
F,=0
G,=0
G=1
G,=0

Para el cilindro, Ffj = 0 en todos los casos.

3. El plano: Obviamente Ffj = 0 en todos los casos.
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4. El toro: p(u,v) = ((R+ rcosu)cosu, (R + rcosu)sinov, rsinu)

Yo = (—rsinucosv, —rsinusin v, r cos u)

0y = (—(R+ rcosu)sinv, (R+ rcosu)cosv,0)

o | Eu=0
E=r

E,=0

F,=0
F=0

F,=0

G, = —2(R+rcosu)sinu

G = (R+rcosu)?
G,=0

EG — F?> =7*(R+rcosu) #0

R 2.0 . 0
Luego la matriz inversa es ﬁ (R + 7 cosu) = | )
r2(R+r cos u) 0 r2 0 (e

Y asi los simbolos de Christiffel:
hw Y (O
re, )\ o
0 0
m —r(R 4+ rcosu)sinv
- R:—ilgous u

(Fﬁv>_ [T% 0 ] (r(R+rcosu)sinu>
v o 1
Lt 0 Fresor 0
(R+r cosu) sinu
- 0

v __ ___rsinu uw _ (R4rcosu)sinu ko .
Para el toro, I'y, = — g2 y I'y, = ————— y I'j; = 0 en los demés casos.

o R

L
L

Tarea: Probar lo mismo para la curvatura Gaussiana K.
Camino: La igualdad .., = puvu (es evidente).
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Célculos: Por un lado

Puuv = (Spuu)'u
= (Dow)oPu + Ty pun + (L)oo + Toypow — e N — €N,y
= (FZu)NPu + FZu(FZv%L + Lo — fN)+ (FZu)v@v + FZu(Fvau + 0 — gN) — ey N — e(bpy + dpy)

Y por el otro lado

Puvu = (Spuv)u
= (M) upu + Loy pun + (Lo )utpo + Loy ou — fulN — fN,,
[

= (FZU)U + FZUFZU + ]‘—‘ZU]‘—‘ZU - ea](pu + [FZUFZu + (I‘ZU)U + FZUFZu - fc](p’u - [1—‘51}6 + I‘va + fu]N

Ahora sean

Rzuv = (Fgu%} - (sz>u "‘ Fv Fu — FU Fu

Y

Afirmacion 10. FEstos coeficientes solo dependen de la primera forma fundamental
PFF (E,F,G) y sus derivadas.

Demostracion. Porque eso sucede con los simbolos de Christoffel Ff] O

Ahora

0= Puwv — Puvu
= [RZuv —eb+ fa]gpu + [Ruuv —ed + fC](PU + [fFZu _I—gFZu + ey — ergv - fFZv - fu]N

Ry, + fa—eb=0
R+ fc—ed=0

De donde
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¢G — fF fG—gF

Pero @b 1 or tanto
iy = =73 r
cd| TP | fE—er gE—fF |7
Rzuvzeb_fa
(G —gF _ eG — fF
~\EG_F? EG — F?
efG —egF —efG + f°F
N EG — F?
L
e oM
RZuvzed_fc

 [(gE - fF fE —eF
_e(EG—F2) _f(EG—F2)
egFE —efF — f?FE +efF

EG — F?
eg — f?
E=KFE
EG — F?
Finalmente: K(EG — F?) = KEG — KF? = RY,,G + R",, F, luego
quvF _l_ RZU’UG
K=""5c_

Teorema 11. Teorema Egregio de Gauss La curvatura gaussiana K depende unica-
mente de la PFF (E,F,G y sus derivadas).

(}?Y eso qué ()7

Pues lo que depende de la PF'F' es un invariante bajo isometrias, es decir, un invariante

geométrico.

(}?Y qué es una tal isometria (}7

Una funcién diferenciable F': S — T entre superficies es una isometria (en p) si para

cada par de vectores tangentes u,v € T,,(S) se tiene

(u,v), = (dFy(u), de(U)>F(P)
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En general entre espacios vectoriales con producto interno una isometria preserva nor-

(u,)
llull{lv]

mas (pues ||v]| = /(v,v)), dngulos (pues 0, = cos™ < )) y areas (pues el area

de un tridangulo estd determinado por la norma de dos lados y el angulo entre ellos) es
decir, preserva oda la geometria.

Si F' ademas es difeomorfismo y ¢ es una carta para S en p, entonces la compuesta
Vv =Fyp

es una carta para T en F'(p). En este caso, los coeficientes E, F, G de la PF'F de ¢ en

py ¥ en F(p) son lo mismo. Pues, en este caso,
T
P [&7)
F
_—

,lvz)u = de(qu) y 'QZ)U - de(va)

Luego, por ejemplo Ej, = (@, ¢,) = (dF,(¢u), dFp(py)) = (Yu, V) = Ep) y entonces
todas las funciones que dependen de los coeficientes de la PEF'F coinciden en p y F(p).

Teorema 12. Egregio de Gauss [version 2] La curvatura gaussiana es invariante bajo

isometria (locales).

Corolario 3 (El méas simple de todos). No existe ninguna isometria entre la esfera y

el plano.



3.6. Ejercicios 93

Porque en la esfera de radio r es K = T,% y en el plano es K = 0.

Consecuencia Prdctica: No existe el mapamundi plano perfecto.

3.6. Ejercicios

1. Si f y g son O-formas en una superficie S y «a es una 1-forma en S, demuestre lo

siguiente.

a) d(f-g)=dfg+ fdg
b) d(f-a)=df Na+ fdo

2. En el plano R?, toda 1-forma « se puede expresar como o = fdx+gdy para ciertas
O-formas f y g, mientras toda 2-forma w se puede expresar como w = hdx A dy

para cierta O-forma h. En estos términos, verifique lo siguiente.

a) Si o = fdx + gdy y f = ldx + mdy son 1-formas, entonces a A § = (fm —
gl)dz A dy.

b) Si f es una O-forma, df = f.dx + f,dy.
c) Si a = fdx + gdy es una 1-forma, do = (g, — f,) dz A dy.
3. Demuestre las siguientes férmulas de integracién por partes.

a) Si f y g son O-formas entonces
[ sda = -a)co) [ - [ oo
c c

b) Si f es una O-forma y « es una 1-forma entonces
Hfda:/ f-a—ﬂdfm.
R oR R

4. Encuentre los coeficientes métricos (E, F', G) de la helicoide con carta
d(u,v) = (v cos u,v sen u, au)

donde a > 0,0 < u < 2m, v € R.
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5. Pruebe que el drea del toro es 47%rR (siendo r, R los radios).

6. De las superficies siguientes encuentre, en cualquier punto, la curvatura gaussiana,

la curvatura media y las dos curvaturas principales.

a) El cilindro

d(u,v) = (rcosu,rsenu,v)

r>00<u<2m, —00 < v < 00.

b) La helicoide

¢(u,v) = (ucosv, usenv, av)
a>0,—co<u<oo, 0<v<2m.

7. De las superficies siguientes encuentre, en cualquier punto, la curvatura gaussiana.

a) La carta de Monge
¢(u,v) = (u, v, f(u,v))
f diferenciable.
b) La superficie de revolucién
o(u,v) = (™ cosv, e™ sen v, be™)

—o<u<oo, <y <2,

c¢) La superficie de revolucién

o(u,v) = (f(u) cosv, f(u)senv,u)

f diferenciable, f(u) >0,a <u <b, 0<v< 2.



Bibliografia

[1] Leonardo Solanilla, Primer curso de Geometria Diferencial de Superficies. Univer-
sidad del Tolima, 2006.

[2] M. do carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces. Pretice-Hall, 1976.
[3] Diego luis Hoyos, Notas de Geometria Diferencial. Universidad del valle, 1988.
[4] Martin lipschuts, Geometria Diferencial. Serie Schaum. McGraw-Hill, 1971.

[5] Barrett O’Neill, Elementos de Geometria Diferencial. Limusa Wiley, 1972.

[6] http://people.hofstra.edu/faculty/Stefan_Waner/diff_geom/tc.html

[7] http://www.cs.elte.hu/geometry/csikos/dif/dif .html

[8] http://www.matematicas.net/paraiso/materia.php?id=ap_geodif



	Introducción
	Geometría Diferencial de Superficies
	Calculo Diferencial en Varias Variables
	Difeomorfismo

	Cartas y Superficies
	Superficies de Nivel
	Ejercicios

	Cálculo en superficies
	Lectura de carta
	Plano tangente
	Vectores tangentes

	Funciones diferenciables entre superficies
	Funcionales diferenciables
	Campos Vectoriales
	Formas diferenciables
	Dos métodos de construcción

	Cálculo Integral en superficies
	Ejercicios

	Geometría en superficies
	Primera forma fundamental
	Ángulo, longitud de arco y área 
	Función de Gauss
	Operador de horma
	Curvatura
	Ejercicios


