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CAPITULO 1

Numeros Complejos

Dotando al conjunto de los ntimeros reales R con las operaciones binarias obtenemos
un campo, dicho de otro modo un anillo conmutativo. De igual manera, en este capi-
tulo, al querer dotar a R? con la estructura de campo aparece la multiplicacién de i,
donde i? = (0,1)? = —1, esta unidad “imaginaria” resulta ser un elemento de la base
canénica de R2. Allf nace el nuevo conjunto de ntimeros complejos C que es méas grande
que el de los ntimeros reales R. Donde resultan propiedades interesantes, tales como,
la representacion algebraica y geométrica, la interpretacion geométrica de la multipli-
cacion en términos de rotaciones del espacio euclidiano de dos dimensiones y con sus

consecuencias.

1.1. Nociones de partida

Un ntimero complejo esta dado de la forma z = a + ib, donde a,b € Ry i> = —1. i es

llamada la unidad imaginaria.

Definicién 1. Sean z y w dos ntimero complejos cualesquiera diferentes z # w, se

pueden dotar de las siguientes operaciones binarias:

z4+w=(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+ d),
z-w = (a+1ib)- (c+id) = (ac—bd) + i(ad + be). (1.1)

Como conjunto, los complejos forman el conjunto

C=R?={(a,b):a,be R}
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En particular, (a,b) = (¢,d) si y solo si a = ¢y b = d. Es posible dotar a C con una
estructura algebraica de campo con divisién con las operaciones binarias anteriores y
se denota (C,+, -).

Ahora bien:

M Sia=a+ib, @ = a—ib llamado el conjugado de a.

" Los numeros reales a, b se llaman parte real y parte imaginaria, respectivamente, de
z. Escribiremos Re(z) = 2 = a y Im(z) = 52 = b.

M Sia,fe€C,entoncesa+pf=a+Fya-f=a-p.

MWMSia=a+ib#0,a ! = = 4-ib o] cual es el inverso de a.

X4 Si a, § € C, entonces |a|

_a _a—1b_
= 212 T a2re?
puede ver asi |3|? = 383.

§||Q‘

Vva? + b? es el modulo 6 valor absoluto de «, también se

v |a] >0, v |a] =0siy solo si a =0, Vola+ 8] <o+ 8]

Entonces los complejos son también un espacio vectorial normado. El cual posee algunas

propiedades:
af = |al, [Im(a)] < al,
[af| = || 5], o = [8]] < e = B,
5| =13, B#0, o - o | = fonlas| - - [on].
|Re(a)| < al,

Desigualdad Triangular. Sea v = a3, entonces

7 +7=af+ap
= 2Re(af3)
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Consideremos

o+ B = (@ + B) (e + B) |2 = 22
= (a+p)(a+pB)
= aa + af + Ba+ BB
= o> + af + aB + |
= |a|® 4+ 2Re(af) + |8

< |a|? + 2|Re(aB)| + |8)? a<la|siacR
< laf® +2]af| + |6 |Re(2)] < |z

= |af® + 2|o||B] + (8

= |af® +2|a||8] + (8 |2 = |2|

= (|| +18)?

Luego aplicando raiz cuadrada en ambos lados obtenemos:

la+ 8| < |af + 4]

Cota inferior de la diferencia. Miremos las cuotas de |a| y |

18] =18+ a—a
=|(B—a)+a la] = |+ 6 -0
<|B—al+ o = |(a = B) + 3]
18] = o] < 8 —q <la—pBl+8
—(la] = [8]) < |a =B la| — 18| <|a—3] &

—la=pl<lal—|8] &

Ahora si unimos a & y # obtenemos la definicion de valor absoluto en los reales:

—la=pl<la] =8| < |a—p|
lla = 18]] < la = f]
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1.2. Representacién de los complejos

Ya hemos visto dos representaciones de los niimeros complejos, vectorial (a, b) la cual
se utiliza para graficas y estandar a + b, ademdas de esta existe otra representacion
que llamaremos matricial, resulta de descomponer el producto de dos complejos en un

producto de dos matrices.

2w = (a +ib)(c + id)
= (ac — bd) + i(bc + ad)

B ac — bd
\ be+ad
B a —b c
\b o« d
B a c d
A —d ¢

a —b c
Los complejos se corresponde con las matrices b y . Sea M la

a —d c
) a —b
matrices de la forma ( ; )

a

Proposicién 1. Es un isomorfismo de campos la siguiente aplicacion

p:C—M

a+ib»—><a _b>.
b a

Demostracion.

v'. ¢ es biyectiva.
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Pz +w) = pla+ b+ c+id) o(2w) = ¢(a+ib)(c+id)
=¢((a+c)+i(d+ D)) (ac — bd) 4 i(ad + bc))

at+c —(b+4d) [ ac—bd —(ad + bc)
b+d a+c \ad+be  ac—bd
a —b c —d [ a c —d
b «a o d ¢ “\ b a c
= ¢(a+1ib) + ¢(c + id) = ¢(
¢(2) + ¢(w) = ¢(2)o(w )

|
A/-\

El grupo ortonormal especial, abreviado usualmente SO(n), es un grupo de Lie que
puede ser representado como un subgrupo del grupo ortogonal O(n). El grupo real

SO(n) se puede identificar con el grupo de rotaciones del espacio R". Sea pues
C={zeC: |2|=1}

Denotamos con 2 a los elementos de C. Es claro que todo z € C— {0} se puede escribir

como z = |z|Z para cierto Z € C.

Proposicién 2. FEl grupo C es isomorfo al grupo de rotaciones SO(2).

1.3. Representacion grafica

A cada nimero complejo le corresponde un par ordenado y viceversa.

a=a+ib+— (a,b)

1.3.1. Transformaciones f:C — C

1. Para « € C fijo, f(z) = z + « Traslacién. Se cumple |z — w| = [(z + @) — (o — w)],
asi f(z) = a + z es una isometria.

2. f(z) = z Conjugacién. Se cumple |z — 0| = |z —w| = |z — w|, asi f(z) = Z es una

isometria.
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A 1m(2)

Re(z)

................. O tib
Si a, 3,7 € C entonces: B Ve
|3 — 7| es la distancia de 3 a . \ R
oo — 0| = |a| es la distancia de o al /@\ a
. \
origen. A
i
Y
y
Figura 1.1: Plano Complejo
FINES)
oL A+W
o
v Ret)

Figura 1.2: Traslacién

3. Para a € C, |a| = 1, f(2) = az. No podemos y no tenemos aun el dibujo pero se

cumple |z — aw| = |al|z — w| = |z — w|, asi f(z) = az es una isometria.

1.4. Multiplicacion Compleja

Forma polar de un numero complejo x = rcosf y y = rsin , entonces

a=z+ iy =r(cosf +isinf)
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A \m(2)

A

4 1m(7)

A

Figura 1.4: arga = 6§ =Argumento de «

4. El argumento no es tnico, ya que
arg @« = 6 4+ 2wk donde k € Z representa un mismo angulo.
arg a = 0(mod2)

4. Argumento Principal de o, Arga =60, con — 7 <0 <7

. Argumento Secundario de «, arg o =Arga + 2wk =Arga(mod2r)

Ahora bien podemos mirar el producto de nos numeros complejos en coordenadas

polares:

Producto complejo z125 = z521. Sea 21, z5 € C, con angulos 0, € arg z;, 0, € arg 2o

y médulos 1 = |21| y ro = |23| respectivamente.

21 =r1(cos by + isinb) 29 = 19(C0os Oy + 1 sin 65)
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2129 = 1172 [(cos 0y cos Oy — sin by sin 6y) + i(sin 0 cos Oy + sin Oy cos 6 )]
= [cos (01 + 62) + isin (61 + 65)]
O

El modulo del producto es el producto de los médulos. El argumento del producto es

la suma de los argumentos en modulo 27.

1.5. Simetria en C

Una “simetria” es un invariante bajo un movimiento rigido. Todo movimiento rigido
del plano es composicién de rotaciones, reflexiones o traslaciones. A su vez, como se
muestra en seguida, estos movimientos resultan de operaciones basicas con los niimeros
complejos.

x. Rotacién en angulo a. Se obtiene multiplicando: R,(z) = ze* En efecto, si

z = re? entonces Ro(z) = re(f + a)i.

*. Reflexién en dngulo f3. Se obtiene conjugando y multiplicando: Sg(z) = ze??* De
nuevo, si z = re? entonces el dngulo entre el eje de z v el de reflexién es § — f3.
Como este mismo angulo debe estar entre el eje de reflexion y el de Sz(z) = re??,

es B+ (B —60) =0, es decir, ' =203 — 6.

*. Traslacién en direccién c. Se obtiene sumando: T.(z) = z + ¢ Evidente.

1.6. Consecuencias

1. Rotacién: Sea o € C fijo tal que |a| = 1. Entonces f : C — C, f(z) = az es una

rotacién por el argumento de .
1f(2)] = [allz] = ||

2. Inverso: Sea z € C — {0},

o

1
z

z|?
(cosf — isinf)

(cos (—0) + isin (—0))

S|I—k3 |~
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3. Cociente: Sea 2z, € C — {0},

21 [

= —(cos (01 — 03) +isin (6, — 05))

22 T2

4. Si z; = rj(cosd; +isind;) donde j € N entonces

(L= ({10 = (S0 o= (50

5. Potenciacién: Si todos los z; son iguales entonces z; = z, entonces

2" = 1r"(cos (nh) + isin (nd))

Formula de Moivre.

(1.2)

6. Radicacion: w es una raiz n—ésima de z si w" = z. Asi, si

w = |w|(cos @ + isin ) y z = |z|(cosy +isinvy)

debemos tener que

w" = |w|"(cosnb + isinnb) = |z|(cosy +isiny) = z

Entonces

a) |w|™ = |z| entonces |w| = {/|z|

b) argw" = arg z ésea nf = y + 2wk entonces 0 = Lﬁ’rk donde k € Z

En verdad basta tener

9:7%-27?1{:’

n
Ya que si k£ = 0 entonces 0y = %
0y = O, (mod2m)

Las raices n—ésima de z son

Vz=w

= |wl|(cos @ + isin )

. ( (7-%2wk) . (v-%zﬁk))
= {/|2| [ cos | ——— | +isin ( ——— ] ],
n

n

k=0,1,2,...,n—1

y si k = n entonces 0 = 1 + 27, por tanto

k=0,1,2,...,n—1
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Ejemplo 1. Calcule y dibuje las raices terceras de 7.

wy, = Vi= W <COS (77T/2 —|3- 27rk:) + i sin (77#2 ;; QWk))

con k=0,1,2 |i|] =1y 0 =7/2 por tanto sus tres raices son

(7?/2—{—27?) . <7r/2+27r>
wy =Ccos | ——— | +sm | —————
/2 .. 7T/2 3 3
Wy = COS + 72s1n 5 5

=cos|— ) +isin| —

cos(%)—l—isin(%) ) A
V3 i ~ T3 73
2

<7r/2+47r) - (7?/2—1—47?)
Wy = COS —3 + 2s1n B

A Im(7)

Relz)

Wz

v

Figura 1.5: Raices cubicas de z =i

Ejemplo 2. Calcule y dibuje la raiz cuadrada de —4.
21k 21k
wy, = vV—4= /| —4] (cos(%) + isin(%))

con k=0,1]—4| =4y 6= por tanto sus dos raices son
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>
wo = 2(cos (g) +isin (9) — 2(cos (37”) +isin <3§))

= 2i — 9
A Im(?)
Wo
Relz)
Wi
v
Figura 1.6: Raices cuadradas de z = —4

1.7. Ejercicios

1. Seaa=1414, f=243iy~y=>5+ v2i. Encuentre

a. afy+1 c. affi e. %
CER; a—i fold ) aty A8
b. afy —1i d. f. ==+ 1~ 5ir

2. Seaa=2—2i, =—-5—1yv=—3+ 6i. Encuentre

5 10
8 N\ 12
b. a2 d. (22) )

3. Exprese su resultado en forma exacta de las siguientes raices

a. J/—1 c. V8 e. v/—8—83i
b. i d. V1 —+/3i f. 1+
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4. Calcule las formas polares de

1 ~ 1+i

a. ¢ c. 14++/3i e 55
1 ~ 1

b. 15 d. 2+ 2 t =

5. Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones siguientes, y represéntelasen el

plano comlejo.

a. 224+1=0 c. 22=1 e.e24+1=0

b. 22+1=0 d 2% = 2% f.az24+bz4+c=0

6. Sea z,a € C. Demuestre que si |z] < 1y |a] < 1 entonces

zZ—a

1—az



CAPITULO 2

Topologia C

A continuacién dotamos a los complejos con una estructura de espacio topologico ho-
meomorfo al espacio euclidiano producto R?. Presentamos conceptos y resultados que
se usaran mas adelante. Ellos incluyen la descripcién de los abiertos y los cerrados, las
sucesiones, las aplicaciones continuas, los limites de funciones, los conjuntos conexos
y conjuntos compactos. Se enfatizan, en particular, la aplicacion y utilidad de estas

nociones para el Analisis Matematico.

2.1. Conceptos principales

Sea zg € Cy 0 < r < oo, definimos los siguientes tipos de conjuntos.

B(zg,7) = {2 :| z — 2z |< r}(Disco abierta.)

B(z9,7) = {2 :] 2 — 2z |< r}(Disco cerrada.)
B*(z0,7) = B(z,7) — {20} = {#: 0 <| z — 2 |< r}(Disco abierta sin centro.)
(

0B(zo,7) = {2 :| 2 — 20 |= r}(Frontera de una disco.)

Una e—vecindad de un numero complejo 2y es un disco abierto de radio €, centrado en
zg. Sea S C C, zp € S. zp es un punto interior de S, si contiene una e—vecindad de zg
contenida en S. Si todas los puntos de S son interiores, S es abierto.

La union de una coleccion cualquiera de conjuntos abiertos de C es un conjunto abier-
to. La interseccion de una coleccion finita de conjuntos abiertos de C es un conjunto

abierto.
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Un subconjunto A de C es cerrado si su complemento A¢ = C — A es abierto.
La interseccion de una coleccion arbitraria de subconjuntos cerrados de C es un con-
gunto cerrado. La union de una coleccion finita de subconjuntos cerrados de C es un

conjunto cerrado.

Un punto z € C es un punto frontera de un conjunto B si para cada r > 0 la bola
abierta B(z,r) tiene interseccién no vacia con A y A°. El conjunto de todos los puntos
frontera de A es la frontera de A, denotada como 0A.

La clausura de un conjunto A estd definida por A = A U 0A. El interior de A es el

conjunto int(A) de todos los puntos interiores a A.

2.2. Sucesiones

Una sucesion de complejos es una aplicacién

c:N—C

nwe— 2z,

Una sucesién de complejos (z,) es convergente si existe un complejo zy tal que para
todo € > 0 existe un entero N = N(e) tal que z, estd en la bola B(z,€) para cada
n > N. Este hecho se abrevia como z, — zy y equivale a

lim | 2z, — 2z |= 0.

n—oo

Una sucesion compleja (z,) se puede escribir como (z,) = ((x,), (y,)), donde (x,) y
(yn) son sucesiones reales.

(zn) es convergente si y sélo si las sucesiones reales (x,) y (yn) son convergentes.

2.3. Regiones y Funciones

Sean Ay, Ay, ..., A,, n+1 numeros complejos. Los n segmentos AgA;, A1 A, ..., A, 1A,
forman una linea quebrada 6 poligonal AgA; ... A, que une a Ay con A,,.

S es un conjunto conexo, si dados dos puntos z1, 2o € S existe una linea quebrada que
une a z; con zp totalmente contenida en S.

Si S es conexo y abierto entonces S es un dominio.

Una region R es un dominio con ninguno, alguno o todos sus puntos frontera. Una



2.3. Regiones y Funciones 22

COVEXO VIO COVEXO
. S

Ag An-z
P\o }\3 > S H
(a) (b)

At =
P\V\’i £

~LLLE

7

Figura 2.1: (a) Linea poligonal. (b) Conjunto conexo y disconexo.

region que contenga todos sus puntos frontera es un conjunto cerrado.

Sea R una region. La region forrada por R y sus puntos frontera es R (Clausura de R).
Si R es una region cerrada entonces R = R.

Una region R es acotada si |z] < M, M € R™, Vz € R.

Una region cerrada y acotada es compacta.

Sea R una region de C entonces una funciéon compleja esta dada por

f:R—C
2w = f(z)
Ejemplo 3. R=C, w = f(z) = 2? R=C—{1},w= f(z) = =

Las funciones se suman, multiplican y componen de manera usual. Se acostumbra

escribir una funcién de variable compleja f(z) de la forma
f(z) =ulz,y) +iv(x,y), z=z+1y
Ejemplo 4.
flz) =2
= (v +1iy)’
=2 — y* +i(2zy)

Por tanto u(z,y) = 2% — y* y v(z,y) = 2zy
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Algunos veces se adjunta un punto ideal “en el infinito” a los complejos. Notacion: oo.

Una e—vecindad de co es un conjunto de la forma
1
|2l > =
€

El plano complejo extendido también se llama esfera de Riemann. Proyeccién Es-

tereografica homeomorfismo de S* — {N} con L.

Figura 2.2: Proyeccién Estereografica

2.4. Limites y Continuidad

lim f(2) = «

Z—2z20

Esto quiere decir que
Ve>0,30>0/]z—2| <0 = |f(2) —a|<e

0 depende de ¢.
Sean lim f(z) = ay lim g(z) = f3, la suma, la multiplicacién, el cociente y entre otras
Z—2z20

Z—2Z20

propiedades de limites para dos variables se satisface en la Variable Compleja.
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Se dice que f(z) es continua en zy si lim f(z) = f(20)

Z—2z20

"4. Los polinomios son aplicaciones continuas.

. Sif: R — Cyg: Ry — C son continuas en zy y en f(zy) respectivamente, con

f(20) € Ry entonces (g o f)(z) es continua.

. f(z) = f(2) es continua en zq si y solo si f(z) es continua en z.

. f(2) = u(z,y) + iv(x,y) es continua si y solo si v y v son continuas.

4. Si f es continua, entonces Re(f), Im(f)y |f(z)| son continuas.

Se dice que f(z) es uniformemente continua en una region R si Vzy, 29 € R
Ve>0,30>0/ |21 — 2| <d = |f(z1) — f(z)| <e

0 no depende de ¢ sino también de R.

Una funcion f: C 2 R — C con R compacto entonces

uniformemente continua
f(R) es compacta si = ¢ f(R) es acotada

|f(2)] asume su valor méximo y su valor minimo en R

Teorema 1 (Teorema Fundamental del Algebra). Si P es un polinomio no constante,

P(z) tiene siempre una raiz en C.

Teorema 2 (Teorema de Factorizacién). Si P es un polinomio de gradon > 1 entonces

P admite una factorizacion de la forma
Pz)=clz—z1)4+c(z—22)+...+c(z— 2p)

Con ¢, 21,29, ...,2p € C.



CAPITULO 3

Diferenciabilidad C

3.1. Diferenciacién Compleja

Sea f:C DO R — C una funcién. f es diferenciable en zy € R si

o 12 = 1)

z2—20 Z— 2

, 2 € R—{z} EXISTE!!

Esto equivale a la existencia de un ¢ € C tal que

f(2) = f(20) + (2 — 20) + ¢(2), 2z € R—{x}
donde

lim 2

=0, z€e R—
z—20 Z — 2 = {ZO}

f(z)=f(20

Cuando esto sucede, f'(z) = lim === ) = 0 es la derivada de f en z. También si

z2—20

z = 29 + h, entonces

f/(ZO) — lim f(ZO + h) B f(Z(]) _ ﬁ|z=20

h—0 h dz

Ejemplo 5. f(z) = 2"
flzoth) = () (24 h)"—2"

h h
V412" th4 R — 2"
N h
h(cp_12"t + cpo2"2h + ...+ ")

h
= 12" ey 02" Ph 4 R Sih#£0
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por lo tanto

fm f(z0+h) — f(20)

h—0 h

= }Lirr(l](cn_lz”_l +n 2" Ph 4. hY) =12 =0z
.

& Todas las reglas de derivacion en la variable real se cumplen. (Por ser C un campo)

Si f,g: R — C son diferenciable en z € R, entonces
Vo (f£9) () = f'(20) £ ¢'(x0)

V.o (f-9)(20) = f'(20)9(20) + 9'(20) f (20)

V. Si g(z) # 0, entonces

f / o f'(20)9(20) — 9'(20) f (20)
(5) o= 9G0P

Ejemplo 6. P(2) =az" +a,_12" ' +... + a1z +ag
P(z)=anz""+a, 1 (n—1)2"*+.. . +a

Teorema 3 (Regla de la Cadena). Si g es diferenciable en z y f es diferenciable en

g(z) entonces (f o g)(z) es diferenciable en z y

(fog)(z) =f(9(2)g'(2)

Ejemplo 7. f(z) = Z entonces f(x+iy) = x —iy. NO es C — diferenciable en ningtin

z € C. Consideremos

(z4h)—2z zZ4+h—z h
h B h h
Entonces lim 7’[(2“}2_’[(20) = lim %
h—0 h—0

4. Si h € R, entonces lim% =1
h—0

4. Si h €im(z), entonces flLI/I% b=

Como tomamos dos acercamientos tales que los limites no existen, la derivada no existe.

Es decir,

lim E NO EXISTE!
h—0 h
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3.2. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Sea f(z) = u(z,y) +iv(x,y). Si f es diferenciable en z € R donde h = hy + ihas,

f JETW=IE) [t by )~ fay)
h—0 h h1—0hy—0 hi + the

Si nos acercamos por hy = 0(por la recta real), entonces

flx+hi,y) — flz,y) u(z + hy,y) +iv(x + hy,y) — u(z, y) — vz, y)

i = I
hf%o hy hllgo hy
— lim U(l'—f—hl,y)—U(llf,y) +Z lim v(x+h1,y)—v(x,y)
h1—0 hq h1—0 hy
_ OJu N v w
© Ox Z&m — e

Si nos acercamos por hy = 0(por la recta imaginaria), entonces

f(I,y + h2) - f(:L“,y) U(l’,y + h2) + Z"U(ZL’,y + h2) B U(l’,y) — iv(z,y)

lim = lim
h21—>0 ’lhg h21—>0 ’lhg
ho) — ho) —
g MY+ _z) w(@,y) g Y _z) v(z,y)
ha—0 1ho h2—0 1ho
ho) — ho) —
— lim U(QIZ‘,y—l— 2) U('I?y) —'Z lim u(x,y—i— 2) U(Jf,y)
ha—0 ho ha—0 ho
ov  Ou
= — —j— =0, — U
ay ay Y y
Como los limites deben ser iguales, entonces si una funcién es diferenciable en z se
cumple que
Uy = Vy
Uy = —Uy

Llamadas las Ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Uy U
Recordemos que el jacobiano es ( Y )

Vg Uy

=. Si f es R2—diferenciable existe < oty )

Uy U
=. Si f es C—diferenciable existe < Y ) Y Uy = Uy, Up = —Uy
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El reciproco no es cierto. Si las E.C. de Cauchy-Riemann existen entonces f NO nece-

sariamente es C—diferenciable.

Teorema 4. Si ug, vy, v, y u, existen y son continuas en z € R y se verifican las

ecuaciones de Cauchy-Riemann entonces f es C—diferenciable en z.
Otra forma que es equivalente a la anterior

Teorema 5. f es C—diferenciable en z € R Si y solo si f es R®—diferenciable en

(z,y) y se verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann entonces en (z,y).
Ejemplo 8. f(z) = Z = x — iy entonces u(x,y) =z y v(z,y) = —y
Uy = 1, uy = 0, v, = 0, v, = —1

f es R%—diferenciable. Pero no se cumplen las dos condiciones de las E.C. Cauchy-

Riemann u, # v, Por lo tanto f no es C—diferenciable.
la diferenciabilidad en un punto z no es tan interesante.

Definicién 2. f es holomorfa (6 analitica) en zj si f es diferenciable en una e —vecindad
e >0 de zp.

3.3. Ejercicios Resueltos

1. Muestre que f(z) = 3 log (22 + y?) + i arctan () es C-diferenciable.
Se satisfacen las E.C.R(Ecuaciones de Cauchy Riemann)[}?
Como f(z) = u(z, y)+iv(z,y) por tanto u(x,y) = Llogz® + y* y v(z,y) = arctan (£)
y sus derivadas parciales son:

v .
ou 1 2=z T

Or 222 +y2 a2 +y?

du 1 2y Yy

oy 222 +y2 a2 +y?
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V. V.
g—v = 71 2(—yx_2) 01} o 1 1
* 1+(%) 0y_1+(%)255
= —%% =1
Ty 224yl
= -7
< +y T2
Como u, = v, y v, = —u,, la funcién cumple las ecuaciones de Cauchy Riemann

para C—{Re(z) = 0} las derivadas parciales u,, u,, v,, v, son R*-diferenciables. Por
lo tanto, f(z) es C-diferenciable en C — {Re(z) = 0}

2. Mirar si f(z) = %xz — xy + ixy? es C-diferenciable.

Se satisfacen las E.C.RL?

Como f(z) = u(z,y) + iv(x,y) por tanto u(z,y) = 32

32° y v(r,y) = ay® y sus
derivadas parciales son:

v v

ou ov
~ =31 — — =
aSL‘ . y 8;1;' Y
v
ou v s
Y oy

Como u, # vy y vy # —uy, la funcién NO cumple las ecuaciones de Cauchy Riemann,

entonces miremos en que puntos si se cumplen. Supongamos que si se cumplen

entonces

& uy =y Q vy = —uy
O 3r—y=2xy O y?=—(~2)
$3r—y—22y =0 Vy =2

Reemplazamos ¢ en {» donde obtenemos
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y
3y’ —y —2y° =0 o T o
2 _ Asi
—y(2y" =3y +1)=0 St 1
y(2y° =3y +1) =0 1/4]1/2
2y)% — 3(2y) + 2
y<m 2<w+ _0
2 — 2)(2
y(y gy D _,

yy—1)2y—1)=0

Por tanto los puntos donde f es C-diferenciable es en 0, 1 4+ y i + %

3. Mirar si f(z) = 2zy + i(2? + y?) es C-diferenciable.

Se satisfacen las E.C.RL?
Como f(z) = u(z,y) + iv(x,y) por tanto u(x,y) = 2zy y v(z,y) = 2 + y* y sus
derivadas parciales son:

V. 5 V. 5
U v
— =9 _— =
o7 Y o 2x
v
o V. 5

Como u, # vy y vy # —uy, la funcién NO cumple las ecuaciones de Cauchy Riemann,

entonces miremos en que puntos si se cumplen. Supongamos que si se cumplen

entonces

*uwzvy ‘Um:_uy
& 2y =2y N2z = —
dy=y =0

Asi f es C-diferenciable en todo el eje imaginario.

4. Mirar si f(z) = |2|? es analitica 6 holomorfa en z = 0.
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f(z) =2z = (z +1iy)(x —iy) = 22 + y* como f(z) = u(x,y) + iv(z,y) por tanto
u(x,y) = 22 +y* y v(z,y) = 0 y sus derivadas parciales son:

v v

ou ov

T _9 R

Ox . ox 0
v

@_2 d Jv

8y_y — =0

f es R2-diferenciable

&Ux:Uy ‘U:c:_uy
& 22 =0 A2y=0

Asi f es C-diferenciable en z = 0. El tnico punto del plano complejo donde f es

C-diferenciable es en el origen (0,0).

5. Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) y existe f'(z) # 0, entonces las curvas de nivel

u(zx,y) = cte y v(x,y) = cte se intersecan perpendicularmente.

Como f es diferenciable en z, entonces f es R?-diferenciable y se satisfacen las
E.C.R. En particular u(z,y) y v(x,y) son campos escalares diferenciables, Asi,

u(x,y) = cte y v(x,y) = cte definen curvas de nivel.

FALTAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

3.4. Funciones Importantes

3.4.1. Exponencial

0

Se tiene por la Formula de Euler que e = cosf + isinf, preservar la regla de los

exponentes entonces
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="

e”(cosy + isiny)

=e"cosy + ie"siny
Entonces u(z,y) = e*cosy y v(x,y) = e* siny las cuales son R2-diferenciable y ademas
cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Asi e* es C-diferenciable , también es ho-

lomorfa en C y e* es entera.
Y la derivada de f(z) es

fl(z) = ¢
Propiedades.

%*. Sean zq, 25 € C entonces

21422 — pRlpR2

% . La exponencial compleja nunca es cero ya que para z € C
le?] = |e]|e| = |e*] - 1=¢€" >0
entonces e* # 0

% . La exponencial compleja extiende al plano complejo, la funcion real e*, si y = 0
entonces

€Z — ex-HO — e:c

3.4.2. Trigonométricas

La funciones sin z y cos z con z € C estan dadas como

eiz _ e—iz eiz + e—iz
sing = ———— cosz = ——
21
Estas dos funciones son diferenciable en todo C, es decir son enteras, ya que se cons-

truyen a partir de operaciones de campo y composicion con e*. Las derivadas son:
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d 1 .. .
—(sinz) = — [e”i — e 7"*(—1)]
dz 24 4 ' d 1. '
i(e” 4 e7'%) —(cosz) = = [e”i + e (—1)]
=0 dz 2
. 2 . Z(ezz o e—iz)
B et? +e—zz [ 5
B 2 % —1iz
__c-°
= Cosz = 2
= —sinz
Propiedades.

*.

12 —iz\ 2 12 —iz\ 2
.9 9 e’ —e e’ +e
sin“z—4+cos“°z=| — + | ——

_ _i (6% — 2ei7e—® 4 ¢72%) 1 i (62 4 262617 4 &%)
_ i (%5 12+ e — %% 9 — ¢~202)
_ 3(4) 1

*. cos2z = cos? z — sin® z

. sin 2z = 2sin z cos z

*. z € C, si y =0 entonces z = x asi

Sinz =sinx

COSZ = COST

Esto quiere decir que sin z y cos 2z extienden al plano complejo las funciones trigo-
nométricas de R.

. cos (21 & 29) = €OS 21 COS 29 F sin 21 sin 2o

Y. sin (z1 & 2z5) = sin z; cos 2o £ €OS 21 sin 29
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*.

COS 2z

sin z

cos (x + iy)
el@tiy) 4 o—i(z+iy)
2

6ix—y + e—i:v+y

2
ell'e—y _'_ e—ZZ'ey

2
(cosz +isinzx)e ¥ + (cosx — isinx)e?

2
e Ycosx+ieYsine +eYcosr —ieYsinx
2

eV +eY e ¥ —eY

cosST +1——sinzx
2 2

coshycosx —¢sinh ysinx

u(z,y) + w(x,y)

sin (x + iy)
6i(m+iy) — 6_i(w+iy)
24

eix—y _ e—ix-l—y

21
6Z£E6—y _ e—libey

21
(cosz +isinz)e ¥ — (cosx — isinx)e?

21
e Ycosx+ie Ysine —eYcosx +1e¥sinx
21
6_y — 6y »e_y + ey .
——— COSZ + 1————SInx
21 21
e v —e¥ +e_y+ey )

——————CO0Sx + ——sinx

2 2

= cosh y sin z — ¢ sinh y cos

u(z,y) + v(x,y)
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Teorema 6. Si dos funciones enteras coinciden en un intervalo de la recta real entonces

son iguales en todo C.

Nota 1. La funcion exponencial, el seno y el coseno complejo son las tinicas funciones

que extienden las funciones exponencial, seno y coseno real a los complejos.

3.4.3. Hiperbdlicas

La funciones sinh z y cosh z con z € C estan dadas como

e+ e *
7 _ e? cosh z = —

sinhn z B

Estas dos funciones son diferenciable en todo C, es decir son enteras, ya que se cons-

truyen a partir de operaciones de campo y composicion con e*. Las derivadas son:

—(cosh z) = sinh z
- (sinh z) = cosh z dz
Se cumple la identidad hiperbélica cosh? z —sinh? z = 1. Estas son las tnicas funciones

que extienden es seno hiperbdlico y el coseno hiperbdlico real al plano complejo.

3.4.4. Analisis de ¢

Observemos que para k € Z tenemos
e*™ = cos 2mk +isin 2k =140 = 1

Entonces

z4+2irk — 7 2imk — 7

e‘e ef-1=¢e

e
Definicién 3. Una funcién f es periddica con perimetro P si f(x + P) = f(z).

Asi, e tiene periodo 127wk, k € 7Z. En particular, tiene periodo 27k. La funcién ex-
ponencial compleja es periddica. Tendra la funcion e* mas periodos ademas del

que encontramos. ()?



3.4. Funciones Importantes

36

Supongamos que a + ib es un periodo de la funcién exponencial compleja. Asi
patib _ 1
e“(cosb+isinb) =1
Y
e =" =1 =e"=1=a=0

b= 0mod(2m) = b =2nk, k € Z

Asfi los tnicos periodos son de la forma ib = i27k para e”.

* Como gréficas e*. C?

w = e, wW=1u-+1; z=x+1y

3o

A

A

Figura 3.1: Gréfica e*

;VV
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w=e*=e"cosy +ie’siny =

arg(
arg(w) =y + 21k, keZ

wl = e = || = ¢
w) = ymod(2m)

)
Simplificando el dngulo |w| = e* y Arg(w) =y con —7 <y < 7.

* Como se transforma la recta y = yo-(',?

El dngulo principal de w es constante e igual a .

|w| = e® No hay condicién ([B1])

* Como se transforma el segmento x = xo.é?

T = X o

|lw| = €™ Constante

—T<y<m = Arg(w) = y No hay condicién ([B.1))

Asi la funcion e transforma un segmento vertical en una circunferencia.

* Como se transforma un recténgulo.[)?

Sizy <x<my,y <y<ypconzy #x2y Y1 F# . (B.2)

La version simplificada que estamos estudiando es la restriccién de e* a la franja
(—00,00) X (—m, 7], esta aplicacién simplificada es inyectiva. La region fundamental
muestra lo que pasa en las demads franjas, ya que cualquier otra region esta repre-

sentada como modulo 27 de la region fundamental.

3.4.5. Logaritmica

La forma polar de un numero complejo z = r(cos@ + isin ) = re? sugiere definir:
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Plano 3

£
i
. :
R l}
R S ba

Figura 3.2: Transformacion del rectangulo con e*

log z = log (re')
= logr + log ¢”
=740

Mejor definir w = log z <= €“ = z entonces la funcién logaritmica seria la inversa de
la exponencial. Toca tener cuidado porque e* no es inyectiva entonces para que exista
la inversa en una funcién que no es biyectiva debemos restringir el dominio y el rango(si
es necesario) para que esto suceda.

Para que exista al inversa de la funcién e®, restringimos el dominio a la franja F' =

{z=x+iy: —m <7m <muxye R} larestriccion de e* a F' es inyectiva y asi
log z = inversa de e|p

Logaritmo Principal (Logz) é rama principal del logaritmo

El dominio de log : C. = C—{z =z +iy : z < 0}, w = u+iv; 2 = re’ debemos tener

que
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Plano Plano W

b
=
<

A

V'
A
C)

Xv

Figura 3.3: Transformacién del log z

e =r=u=logr
=
e =z u = Omod(2m)

u+iv

e =x+y

u 0

ee =x+iy=re

e“(cosv +isinv) =z + 1y

Asi w =logz = logr + iarg(z)
= log |z| +i(0 + 27k)
=log|z| + i(Arg(z) + 27k) con k € Z

Logaritmo Principal(k = 0): log |z| 4+ iArg(z), con z € C,
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Ejemplo 9.

logi = log|i| +iArg(7)
m
=logl+1i—=
og —1-12

N
= 9—

2

log z extiende a C, la funcién conocida como log xc?

Siz=xz (y=0), z>0logz =log|z| +iArg(z) =logx. v

Si a, B € C, entonces log aff = log a + log 6(}7

log a8 = log |af| + iArg(af)
= log|al|8] + i(Arg(a) + Arg(F))
= log|a| + log |G| + iArg(a) + iArg(B)
= log |a| + iArg(a) + log | 5| + iArg(B)
=loga+logf. v

Es w = log z holomorfa en CC?

Teorema 7. Si f : R C C — C es diferenciable en zy € R, inyectiva con inversa f—!
y f'(z0) # 0 entonces

1
' (wo)
En verdad, e : S — C, es diferenciable, zg € S, es inyectiva con inversa log y €' (zy) =

e(z) # 0.

(f_l(Zo))/ = N (wo) = 20, wo = f(20)

Entonces la respuesta de la pregunta anterior. Vzy € .S, asi

1 1 1

/ _ _ _
10g(zo)—%—%—z—o

como esto se cumple en cada zg € S es C-diferenciable en todo C. y asi, holomorfa.v’
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Otra forma de verla seria,

log z = log |z| + iArg(z)

= log /a2 + y? +iArg (E)
Y
= u(z,y) +iv(z,y)
log z es R2-diferenciable en C,. también u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Asi log z es C-diferenciable.

3.4.6. Potencia

P(z)=2z% a€C
Se define

P(z) = 2% = 198" = g@logz i » €

z% es diferenciable y holomorfa en su dominio, ya que se obtiene a partir del campo y
composicién de funciones analiticas en C..

«
dZ o d (alogz)
— = — (€
dz  dz
«
— ealogz_
z
_ 00
z
=az*"!

208 = 228 o, B € CC?

Za—i—ﬁ :e(a—i-ﬁ) log z
—e& log z+(log 2z
—e® log zeﬁ log z

=2%2P
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Ejemplo 10. Resolver la ecuacion log z = 71
lo iy
z2=—1
SR

3.5. Funciones Armoénicas
Sea x + 1y — u+ v una funcién diferenciable 6 analitica es una region R C C entonces
f1(2) = ug + v, = uy — duy

f'(2) = vy + tuy = vy + iv,

Si f es dos veces diferenciable (C?-diferenciable) podemos ver lo siguiente: f/(z) satisface

las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

f(2)= uy —i uy = U=u,; V=—u,
U \%
Up = Vy = Upp = —Uyy & Upy + Uyy = 0

E.CR. =
Uy ==V = Upy = Uy,

f/(z) = 0y, +i v, = U= Vy; V=,
L
U 14

ECR. = Uy =V, = Vpy = Uy
Uy = Vo = vyy = —Vpy & Ugy + Uy =0

Se dice que ¢ es armoénica si se cumple la Ecuacion de Laplace

A¢:¢ww+¢yyzq

~
E. Laplace
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Teorema 8. Si z + 1y — u + v es diferenciable entonces
1. Au=0 y ugy = Uy,
2. Av =0y vyy = vy,
Osea u y v son funciones armonicas cuyas derivadas parciales mixtas son iguales.

Ejemplo 11. f(z) = 22 = (v +iy)? = 2* — y* +i 22y
—— =~

u v

Uy = 21 Ugy = 2 Vg = 0
Uy = —2y Uyy = —2 Vyy = 0
Uy =2y Uzy =0 Uy = 2
vy = 2x Uyy =0 Vyg = 2

Por lo tanto g, + tyy = 0, Ugy = Uye Y Vg + Vyy = 0, Upy = Uy

Este teorema sugiere un método para construir funciones holomorfas. Si u y v satisfa-

cen las condiciones 1) y 2), se dice que v es el conjugado arménico de u.

Problema: Dada una funcién que cumpla 1), encontrar un conjugado arménico v de
u.
Respuesta: Depende del dominio D donde trabajamos.

Definicién 4. Un dominio D es “apropiado” si contiene un punto (xg, o) tal que los
segmentos (o, Yyo) a (zo,y) y (zo,y) a (z,y) estan totalmente contenido en D, para
(z,y) € D.

o) T
Problema: Sea D un dominio “apropiado”, / (X4);

1
dado u encontrar un conjunto armonico v de ! ,’
1

WU \ (Xoﬂ_o) ,’/

u:D— R
(z,y) — u(z,y)
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Con u armonica ugy = Uy, y v debe cumplir:
(K] e = vy ¥y vz = —uy DY

Integrando de xy a = a X

fEa X
vay) == [ Ghde+ )=~ [ s+ )

o

v 0  ou o

/ﬂwwm+dm=%

/ Ugzdzr + C'(y) = u,

zo

y ahora de [

ux(x>y)|§o + ' Y) = Uy

(y)
U (1, Y) — Ua(0,y) + C'(y) = ue(2, y)
Cl(y) = ux(x0>y)
Cly) = [ uz(wo,y)dy+C

v(z, y)——/ uy(xydx—i-/ Uz (o, y)dy + C

/uw x0, Y dy+/ (—uy(z,y))dx+C

o

/ux 20,y dy—l—/(—uy(x,y))dx—i-C

C2

7

Integral de Linea

Ejemplo 12. u = 23 + azy?, v =7. Existe un conjugado arménico v de ud,?

i. D=0C.

i. u, = % = 322 + ay? Ugpy = 62

_ Ou __ —
Uy = 5, = 2azy Uyy = 20T
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Ahora g, + uy, = 62+ 2ax = (6 + 2a) = 0 = a = —3 La funcién es armonica si

y solo si u(z,y) = z3 — 3zy?.

1id.
x y
o(,y) = — / (i, y) i + / o (20, y)dy + C

o Yo

Si (z0,%0) = (0,0)

o(z,y) = — /Ow(—6:cy)dx + /Oy(—3y2)dy e

2|T 31|Y

T Y
=6y—| —3%| +C
2o 3o

=3y’ — >+ C

Entonces f(z) = (2% — 3zy?) + i(3yz? — y* + C) es una funcién holomorfa en C.



CAPITULO 4

Integral Compleja

4.1. Curvas

Una curva en el plano complejo es una aplicacién

¢:la,b] — C
t— &(t) +in(t), donde &, : [a,b] — R

A \m(2) Q

" G
e T C’@/\g@\ga
_t < R:l 2)
5

v

Figura 4.1: Curva ¢ : [a,b] — C

v’ ( es continua si y solo si £ y 1 son continuas.

v' ¢ denota tanto a la aplicacién, como a su recorrido.
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Tipos de Curvas

&. Una curva ( es simple si Vi, s € [a, b] se tiene que ((t) # ((s)(es decir, no se cortan

a si mismo).

&. Una curva ¢ es cerrada si ((a) = ((b) (punto final igual punto inicial).

~ S

Simple no cerrada Simple y cerrada( de Jordan)
No cerrada y no simple Cerrada no simple

Figura 4.2: Tipos de curvas

Una arco es una curva ( que es con-

tinuamente diferenciable (la derivada

|
existe y es continua en [a,b]). En tal Qkﬂ (7
como
Lo

¢(t) =€) +in'(t)
Sea f : C' — C una funcién continua de arco C' C C a C. Definimos la integral de f a

lo largo de C' por

/C f(2)dz = / FEO)C () dt

producto compleja

Ejemplo 13. C' : la circunferencia de radio p centrada en zg € C. Sea f : C—{z} — C
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: dz
Calcular la integral de [, P
A Im(2)
1. Parametrizar C: ((t) = 2o + pe?; 0 <
6 < 2m entonces ('(t) = ipe®
2. Evaluamos la parametrizacién en la funcién
1
t)) = .
f(<( PR —
1
o peiG
=i
op

3. Calculamos la integral

/C f(2)dz = / FCO)C (bt

0

27 —i0
= / ° pe’dp
0 P

2w
:z'/ do
0

=27

4.2. Propiedades de la integral

1. Si —C' es el recorrido de C' en sentido opuesto, entonces

/_C F(2)dz = —/Cf(z)dz

>
Re(z)
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2. Para a, 8 € C fijos tenemos
[@r)+Baenaz = [ fGraz+5 [ ot)a:

3. Los arcos C4,Cs,...,C, forman un contorno C' si C; comienza donde termina
Cj—l;] : 2,...,7’1,

[jmw:élﬁmw

Teorema 9. (Independencia del camino para tomar la integral). Si F(z) tiene derivada

conocida F'(z) en el arco C, entonces

¢(b)

= F(¢(b)) = F(¢(a))
¢(a)

/C F'(2)dz = F(z)

donde ( : [a,b] — C es una parametrizacion de C

Demostracion. (T.F. calculo)
[ 7@ = [ P i u = F(C(®)
b _ v /
- [ aric = F ()¢ (0
: aF = F/(C(1)C'(t)dt
= FC@),

Este teorema facilita el calculo de las integrales de funciones conocidas.

Teorema 10. Con las mismas hipotesis del teorema st C' es un arco cerrado, entonces

= F(((a)) — F(¢(a)); por ser C cerrada

Ejemplo 14.
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22 n+1
z
/ Z"dz =
- n-+1 o

22
/ efdz = e —e*
Z1

z2
/ sin zdz = — coS z9 + CoS 21

zZ1

z2

4.3. Mas propiedades de la integral

1. Estimacién estandar: Sea f(z) continua en un arco C' (compacto). Sea ((t)

con a <t < b, una parametrizacién de C. Por definicion

[ = [ concia

para acotarla utilizamos la desigualdad triangular

/C f(2)dz| < / FCO) 1) dt

si |f(C(t)] < M Vt € [a,b], entonces M es una cota superior de |f(z)] en C,

entonces
b
[ s <o [icwla
C a
———

Longitud del arco ¢
Teorema 11. Si f(z) es continua en C, entonces

/a K

donde M es una cota superior de |f(z)| en la curva C, y L es la longitud de C.

< ML,

2. Invarianza respecto a la parametrizacién: Sea C; un arco en C, (;(t) una
parametrizacién de Cy con a <t < b. Sea también ¢ : [¢, d] — [a, b] un difeomorfo.
Sea Cy el arco dado por (o(7) = ({1 0 d)[c,d] — Cy = C4.

f(2)dz==x | [f(z)dz,
C Cs

para toda funcién f continua en C = Cy
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Figura 4.3: Invarianza respecto a la parametrizacién
Demostracion. ;
fe)dz = [ Fe)nar
Ca c
Ga(7) = C1(6(7))d'(7)
_ do(r)
G(7) = (C100)(7) Sae ddT
= Gi8(7) — L)
=al) G(r)dr = ¢(0(r))dt
Asi
d b
| famnginar = [ rawnso
O

Figura 4.4: Posibilidades de §(7) = ¢
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3. La forma correcta de entender la integral compleja:

Particionado el arco C' en subarcos [Zg, Zgi1], con k = 0,1,...,n — 1. Si ((7)
es una parametrizacién de C, esta particién proviene de la particion (t, tx41) de
la, b].

f continua en C' considerar las sumas Y7y f(21) Az, = J.

-1 92,=C(b)

—I> Bt
X tv050 Az
de C

oY
~

Al hacer que la particion sea cada vez mas fina, n — oo, Aty — 0, Aty =t 1 —1ts,

J tiende a un tnico limite J; que es independiente de la forma como definamos

Joz/cf(z)dz

Ejemplo 15. [,-% = [ F'(z)dz ya que si F(z) =log z — a entonces F'(z) = . Si

zZ—a zZ—a

las particiones.

z1, 25 € C entonces

/C = _ / U P (2)ds = F(z) — F(z1) = log (25 — a) — log (21 — a)

z—a o

1. Donde C' es cualquier arco que une z; con zy y esquiva a a.

Problema: Eje real negativo. F'(z) no es continua en el eje real negativo.

Solucion:
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2. Consideremos solamente el arco ((t) de z; a 2z tales que

¢(t) =1log (C(t) —a)
es continua a lo largo de ellos.

Asumiendo 1) y 2), obtenemos que

Z—a

/ dz =log (20 — a) — log (21 — a).

Que sucede si z; = 29, es decir C es cerrado. C(?

4.4. Acercamiento al teorema de Cauchy

Teorema 12. Sea T' una region triangular (tridngulo compacto) contenida en el do-
minio de una funcion analitica u holomorfa f. Sea C'= 0T la frontera de T recorrida

en el sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj). Entonces

JRCE

c

Demostracion. (del siglo XIX).

4 i@ T un triangulo compacto cualquiera en el do-

minio de f.
f:T Cc D — C holomorfa en D

Asi,
f(z) = u(z,y) +iv(z,y)

con u, v continuamente diferenciables en D y

A
7

Rel(z) Uy = Uya uy = —U,;
(u+ iv)(dx + idy)

[(udx — vdy) + i(vdx + udy)]

I T
S~

(udz — vdy) +z/ (vdx 4 udy)
C

-~ -

Vo Vo
parte realdy parte imaginariaée
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[ ) /C(udac —vdy) = /C(u, —v)(dx, dy)

Teorema de Green:// (8(—1}) —%> dxdy s /(vdz—l—udy):// rot(v, u)dxzdy
r\ Oz Oy c T
2 9
://Tot(u,—v)d:zrdy :// 9z 9y | dxdy
T T v w
E.CR. = —//T(vm—l—uy)da:dy E.C.R.://(uz—vy)da:dy
T
=0

:—//Odacdy
T
=0

Por lo tanto

/f(z)dz:O—i-iO:O
c

>
Definiciéon 5. Un dominio D es estrellado s "

en zp sizg € Dy Vz € D el segmento recto

que une a 2y con z esta contenido en D. %

Teorema 13. Si f es holomorfa en un dominio estrellado D, entonces existe una

funcion F' holomorfa en D tal que F' = f.

Demostracion. Sea D estrellado en zg sea también

F(z) = / RO,

queda claro que el arco que une z, con z
es Zpz. Sea z € D, y h con |h| suficiente-
mente pequeno para que z + h € D. Por

el teorema anterior
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f(z)dz=0
C
z z+h 20

/ f(z)dz + f(z)dz + / f(2)dz=0
20 z z+h

z+h z0 z
/Z f(z)dz = — " f(z)dz — /ZO f(2)dz
z+h

con M una cota superior de |f({) — f(z)| en z,z+ h. Como f es holomorfa, f es
continua. Es decir, Ve > 0, 30 > O:

si|¢—z] <0 —[f(C)— f(2) <e
Asi,
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€11 resumen

h—0

4.5. Teorema Integral de Cauchy
Teorema 14. 5i f : D — C es analitica y D es un dominio estrellado, entonces

/c F(2)dz =0

para todo contorno cerrado C' C D.

Demostracion. Por lo anterior existe una funcion holomorfa F' : D — C tal que F' = f.

/C F(2)dz = /C F/(2)dz

= F(z) — F(21)

camino cerrado = F'(z;) — F(z1) =0

Entonces

O

Teorema 15. Cauchy-Goursat. Sea T una region triangular cerrada en el dominio de

una funcion holomorfa f. Si C = 0T recorrida en el sentido positivo, entonces

/C f(2)dz =0

Demostracion.

Paso 1. Usemos los puntos medios de los lados de
T, para dividir a T en 4 subtridngulos
11,15, T5 v Ty con fronteras Cy,C5y, C5 y
C, respectivamente. T Tz
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Paso 2.

/cf(Z)dZ: ; f(z)dz + ; f(z)dz + ; f(z)dz + ; f(z)dz

Por lo tanto

Lﬂm&

Sea (' la frontera del subconjunto que produce la integral maxima. Asi

jiff(z)dz [ s

Sea T el subconjunto de frontera C, 6sea T} = T, y se le hace el mismo

< + + +

f(z)dz
Cq

f(z)dz
Co

f(z)dz
Cs3

f(z)dz
Cy |

Vo
Elegir el maximo entre ellos

<4

tratamiento a T que se le hizo a T

<4

f(2)dz
(&1

para cierto subtriangulo 75 de T} con frontera Cs. Observamos que

Aﬂm&

En general, si T'=Ty DT} DTy D ... DT, entonces

Aﬂm&

Utilizando el Teorema de Cantor( 6 del encajamiento): Como T = Tp, Ty D

f(2)dz
Co

<4 < 42

f(z)d=
(&1

f(z)dz
Co

<4"

f(z)dz
Cn

Ty, DTy D ...y los T; son todos compactos, entonces
(T #0
i=0
es decir, existe £ € (2, Ti. Ya que £ € Ty, y Tp esta en el dominio de f

(holomorfa), f'(&) existe (f es diferenciable en &) es decir

f/(é") — lm f(g) B f(z)

EXISTE
z—E& 5 — 2z
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Paso 3.

es decir, Ve > 0, 40 > 0 tal que
(&) - f(2)

si 0 < |€— z| < entonces /

gjz — ()] <e
£(&) = f(2) = =2 _
€ — 2]

—el§ =2 < [F(§) — f(2) = f1(OE—2)| < el€ — 2

Se tiene por el Teorema del Valor Intermedio:

F(©) = f(z) = (€ = 2) =w(2)(€ — 2)

donde w(z) es tal que |w| < e. Y despejando

f(2) = F(©) + F(E — 2) + w(z)(€ - 2)

para ¢ suficientemente pequeno.

Elegir n lo suficientemente grande para que T,, C Bs(&)

fde= [ fodzs [ P - de s / w(z)(€ — 2)dz
Ch Ch Ch Ch
— (o) / dz + £(6) /C (€ — 2)dz + /C w(z)(€ - 2)dz
:/ w(z)(€ — 2)dz

<ML

f(z)dz
Cn

| wte - 2

n

M : Cota superior de |w(z)(§ — 2)| en C,.
L : Longitud de C,, = S,,.
Sy 1 Perimetro del triangulo.
Qué poner como M é,?
M =¢S,

/C J)d

En resumen
2
<esS,
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Notemos que S, = %Sn_l, y asi S, = 2%50 = 2%5, con S = 9 es la longitud

de C = 9T. Con esto

C

S : Cantidad fija: Perimetro de T

¢ : Puede hacerse tan cercano como queramos.

Al hacer ¢ — 0 entonces

/C F(2)d

=0, es decir / f(z)dz=0
c

4.6. Formula Integral de Cauchy

Teorema 16. Fdrmula Integral de Cauchy Sea f holomorfa en el disco |z —a| < R, y

C' la circunferencia |z — a| = p < R. Sea z tal que |z — a| < p. Entonces

/C&dg =2mif(z) ¢ (2) dz =27if(a)

(—=z cZ—a

Demostracion. Ya que z ¢ Cy, z ¢ Cy asi % es una funcién holomorfa en todos los
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puntos dentro de C y C5. Por tanto las integrales de las izquierda se anulan.

£ O [ HQ [ Q)
fclc—zdf/@c—zdf‘ e [

=0 =0
_ [ L@ e - [ SO
= et
[ L8 [ 10
et -2

SRRV CEICP,

k ¢—=z

_ [ ) O~ f()
“/kc—z /k ErE

— 1) [ e+ [HI=LE
Y

-

= f(2)2mi+ A
Ahora
f(Q) = f(z)

/f d§’<L sup (=2

Como f es holomorfa, f es continua, dsea Ve > 0, 30 > 0 tal que

Al =

Si |[¢ — z| < § entonces () — f(2)] <e

Sea b =radio de k < §. As{ [f(¢) — f(2)| < € como 0 < b < §, entonces < ;. Entonces

0§|A|<27Tbg = 0<|A4| < 2me
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Si e — 0, entonces |A| =0 = A = 0. En conclusién
f(Q)
) e — omif
|2 2
O

Teorema 17. Supongamos que f es holomorfa en un dominio D. Entonces, f', f", £, ..., f™, ...

existen y son holomorfa en D. Ademds,

O Y e L

donde C' es una circunferencia contenida en D.

1

Demostracion. Sabemos que f(2) = 5= | é(CZ d( ahora derivamos con respecto a z

iy L d (f(¢)
PO~ 5 L ()«
Intercambio de la ingggral con la derivada
=55 [ 1OEDEC =2 nc
1

f(©)
" 2mi c(C—2)

Para la segunda derivada

dg

s 1 d [ Q)

ACR = Al

1 fd [ Q)

© 2mi /C dz \ (¢ — z)z) dc
1 -3

:%LMWM%)M
2 [ ()

" 2mi c((—2)

) = [ A

d¢

Por induccién
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Corolario 1. i f(z) = u(x,y) + iv(z,y) es holomorfa en D, las funciones u(x,y) y
v(x,y) poseen derivadas parciales de todos los ordenes.

Ejemplo 16. Calcule

/322+7z—|—1
— dz
C Z"—l

a. Si C es la circunferencia |z 4+ 1| = 1.

b. Si C es la circunferencia |z + i| = 1.

Solucion:

a. En este caso f(z) =322+ 72+ 1, 2= —1 € C y ademds f(z) es holomorfa en C.

Por lo tanto
Im(2)

2
1
C

C z4+1
=27i(3(=1)* + 7(=1) + 1)
e i3 =T+ 1)
= —06m1

b. La funcién F(z) = ?’szi:f“ es holomorfa en el disco |z +i| = 1. Por lo tanto

322+ T2z+1
/ ﬂdz = 0 por Teorema de Cauchy-Goursat
C z + 1

Ejemplo 17. Calcule los valores posibles de

¢+ 3
c(—1

donde C es la circunferencia en C.

Solucién:

f(z) = 2% + 3 es un polinomio y asi holomorfa en C. Quien es C' (}7
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A Im(7)
1. Si C encierra a z = 1, en este caso,
543
C S dz =2mif(1)
c¢—1
47
Relz) = 27Ti((1)3 + 3)
= 2mi(4)
= 8mi
v
A Im(2) C
2. Si z =1 esta fuera de la regién encerrado
por C
3 Pl »
g 13 — ) 1 Relz)

=0,

c¢—1
por el teorema integral de Cauchy

3. Siz=1 € C: No sabemos

Ejemplo 18. Calcule
62
/c (z+1)2
1. Si C es la circunferencia |z + 1] = 3.

2. Si C es la circunferencia |z — 2| = 1.

Solucién:
A Im(?)
1. f(z) = €* es una funcién entera, y ademas
C z=-1€C(yaque|-1+3=|-1=1<
| 3). Por lo tanto

Re(2)

/ oz '(—1) = 2mie ! = 2m
C (Z + 1)2 1' e
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2. Si C =|z—2| =1 entonces z = —1 no estd en el interior de C'. Asi

62
—— =0T.IC.
/C (z+1)2

4.7. Consecuencias

Teorema 18. Estimacion de Cauchy. Si f es holomorfa y acotada en el disco |z —a| <

R, entonces
Mn!

R’
Donde M es una cota superior de |f(z)| en el disco.

|f"+1(04)| < Yz en dicho disco

Demostracion. Sea p < R, sabemos que si z : |z — a| < p entonces
! / 1(9)
2mi ) (¢ —a)ntl
|
<™ f(©)
2 ¢ || (¢ —a)rt?

< _ I
= 2m'81ép{‘(§—a ntl

700)] =

} (longitud de C)

} (2mp)

n!M
——: si p — R entonces
Y

n!M
<
S T

O

Teorema 19. de Liouville. Si f : C — C es entera (holomorfa en C), y acotado,

entonces f es una constante.

Demostracion. Tomemos un disco de radio p centrado en O. Por el teorema anterior

tenemos que:
oM M
/ —
|f (O)| S p0+1 - 0
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donde M es la cota de |f(z)| en C. Si p — 400 entonces

El mismo argumento es vélido cuando z = «, es decir f'(a) = 0 con o € C. Es decir

f"=0en C. Como C conexo, entonces f(z) = cte

Teorema 20. Fundamental del Algebm. Un polinomio no constante en la variable

compleja son de la forma

P(Z):Clnzn—l—an_lzn_l+...+a12+&0, a, € Ck=0,...,n.

O

Los polinomios en los complejos son algebraicamente cerrados. (Cada ecuacion po-

linomica compleja de grado n, con coeficientes complejos, tiene n raices en el cuerpo

de los complejos).

Demostracion. Notemos que limy.|_. |P(2)], ya que P(z) no es constante. Procedamos

por contradiccién. Asumamos que P(z) no tiene ningin cero complejo, osea P(z) # 0,

Vz € C. En vista de lo anterior

esto implica que ﬁ

1
lim =0

|zl =00 | P(2)]

es acotado y entero. Por el teorema de Liouwville

= Cte = P(z) = Cte (—+)

¢

Corolario 2. P(2) = a,2" + a, 12" '+ ...+ a1z + ag admite una factorizacion de la

forma

P(z)=B(z—b1)(z —b2)...(2 —by)
con B,by, by, ..., b, € C.
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Demostracion. Como P(z) no es constante, tiene un cero b; € C, entonces por el

teorema del factor impleca que
P(z) = A(z — b1)gn-1(2),

donde ¢, — 1 es un polinomio de grado n — 1. Ahora ahceindo el mismo proceso para

q;(2), 7 =2,...,n— 1 llegamos a la respuesta buscada. O

Teorema 21. de Morera. Sea f : D C C — C continua, tal que para todo triangulo

cerrado (frontera) C' C D se tiene que

/C f(2)dz =0,

entonces f es holomorfa en D.

Demostracion. Sea o € D, tomemos p > 0 tal que el disco abierto |z — | < p este
contenido en D. Llamemos a este disco G. G es estrellado. Por hipotesis, a lo largo de

la frontera C' de un triangulo cualquiera en G,

/C F(2)dz =0

Por lo visto, f(z) tiene una primitiva en G. Es decir, existe F' holomorfa en G tal
que F'(2) = f(2), Vz € G. Como F(z) es holomorfa, f™+Y) n € IN es holomorfa y

continua en todo D. Asi f(z) es holomorfa en D. O

Proposicién 3. Sea f: D C C — C, con D estrellado. Las dos afirmaciones son

equivalentes:

1. f es holomorfa en D.

2. f es continua y fc f(2)dz =0, donde C es la frontera de un triangulo cualquiera

en D, para todo triangulo T'.

1) — 2) Teorema integral de Cauchy. 2) — 1) Teorema de Morera.

Serie de Taylor de una funcién holomorfa

En analisis, una funcion analitica es una funcion que se puede representar por una serie

de potencias cerca a «, es decir

) =Sz — a)f
k=0
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para |z —a| < py a; € C.
[En la variable reall:

2

x
6 —1+LL’+§+—+ E ]{Z'
x2 x4 x8 © (_1>kx2k
COS$_1_§+1_81+ ,;ZOW

Lo anterior conduce a que
f(2)=ap+a1(z —a)+ax(z—a)* +az(z —a)’ + ...

Qué quiere decir estoz,?

Consideremos las sumas parciales

So(2) = ag
s1(2) = ap + a1(z — @)

59(2) = ap + a1(z — a) + ax(z — )?

sn(2) =ag+ai(z —a) Fax(z —a)* +as(z —a)® + ...+ ap(z — )"

{sn(2)}22, es una sucesion de sumas parciales. Convergencia de {s,(z)} para algun
z € R (region). Decimos que s,(z) converge uniformemente a f(z) en R si Ve > 0,
AN € N tal que sin > N y z € R entonces |s,(z) — f(z)| < e. Cuando esto sucede

z) = Zak(z —a)*en R.
k=0

Teorema 22. Sea f(z) holomorfa en |z — o] < R, sea 0 < p < R. Entonces

entonces se escribe que

[ee] n
= Z ap(z — )k = Z (z —a)" uniformemente |z — a| < p.
k=0 k=0 '

Osea, [ se puede representar en serie de Taylor en |z —«| < p. Es decir, f es analitica

en el disco cerrado centrado en o y de radio p.
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Demostracion. Observacion: h(z) = f(z + «). Debemos probar que

(k)
h(z) = £+ 0) = sumiz Tk (el <,

{z € C:|z] < p1}. Férmula integral de Cauchy

o= [ 20

271

Tomemos 0 < p; < py C} =

Recordemos que si w # 1 y n € ZT entonces

1 —w"
Y et w4 !
1—w

Tomemos w = £ # 1

De este modo, h(z) es igual a:

o) = 5 [ Fae

1 1 z 2l 2"
N A Te ] A d
), M <<+c2+ * <n +<n<c—z>) ‘

(Z/ e [ o)

1 h(¢)
‘ﬁ<kzozk/ gl <"<<—z>d<)

1S W) 1 h(C)
=i T /c e




4.7. Consecuencias 69

Usamos la estimacion estandar

o Mo
Hm 2 (2) = lim 5 /Clmd“o

Hemos probado que

pero h(0) = f(0+a) = f(a), h®(0) = f®)(a). Asi

. FE) (o
ey = 30 £
k=0 '

con |z| < p; y para finalizar, p; — p. O

Teorema 23. Sea f una funcion holomorfa en un disco |z — | < p. Entonces la serie
obtenida diferenciando la serie de Taylor de [ converge uniformemente a f' en cada

disco |z —a| < p < R. Mas aun, la serie derivada es la serie de Taylor de f'. Es decir,

% (k) (g ) < £k (o .
f<z>=;f 19 g -S> - a)

Ejemplo 19. Halle la serie de Taylor de cosz, z € C

kE cos™ z cos™ 0
0 cosz 1
1 —sinz 0
2 —cosz —1
3 sinz 0
4  cosz

5t

—sin z 0
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Asi
/0 //0
cos z = cos 0 + 18' (z—0) CO; (z—0)*+
_q 22 z.4 28 .
cosz = —§+E—§+...
B OO (_1)nz2n
COSZ—ZT, ze€C

n=0
De la misma forma, se puede construir la serie de Taylor del seno complejo:

e —1)n2n—1
cos’z:sinzzz((zn)i_zl)!, 2eC
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